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R�esum�e

La parall�elisation d�un programme s�equentiel comporte plusieurs �etapes � le

calcul des d�ependances� leur repr�esentation et l�utilisation de cette repr�esenta�

tion pour l�application des transformations de programme permettant d�obtenir

un ordonnancement parall�ele des instructions du programme� Le succ�es de la pa�

rall�elisation d�epend de la pr�ecision du test de d�ependances et des repr�esentations

utilis�es pour ces d�ependances�

Nous pr�esentons et comparons� dans cette th�ese� di	�erents algorithmes de

test de d�ependances et di	�erentes abstractions de ces d�ependances� L�algorithme

du parall�eliseur PIPS est bas�e sur un test de faisabilit�e approximatif utilisant

l�algorithme de Fourier�Motzkin� Nos exp�eriences montrent que� dans la pratique�

il est su
samment pr�ecis pour traiter des syst�emes de d�ependances et que sa

complexit�e pratique est polyn�omiale�

Les di	�erentes abstractions des d�ependances ont des pr�ecisions di	�erentes�

Pour e	ectuer l�egalement une transformation� plusieurs abstractions sont ad�

missibles� c�est �a dire contiennent su�samment d�information pour savoir si la

transformation peut �etre appliqu�ee l�egalement� L�abstraction minimale est celle

qui contient l�information n�ecessaire minimale appropri�ee �a la transformation�

Nous avons identi��e l�abstraction admissible minimale appropri�ee aux transfor�

mations de programme classiques � inversion de boucle� permutation de boucles�

transformations unimodulaires� partitionnement et parall	elisation�

Le c�one de d�ependance� qui est l�abstraction admissible et minimale pour l�ap�

plication de toute transformation unimodulaire� contient aussi su
samment d�in�

formation pour obtenir l�ensemble des ordonnancements lin�eaires valides mono�

et multi�dimensionnels� identique �a celui calcul�e �a partir de l�abstraction des vec�

teurs de distance de d�ependance�

Mots cles � parall�elisation automatique� d�ependance� test de d�ependance�

abstraction de d�ependance� transformation de programme� r�eordonnancement�



Abstract

The parallelization of sequential programs requires several stages � analysis

of dependence relations� representation of these dependences and application of

transformations using this representation to �nd a parallel schedule for the pro�

gram instructions� The success of parallelization depends on the precision of the

dependences test and dependence representation used�

In this thesis� we present and compare di	erent dependence test algorithms

and di	erent data dependence abstractions� The algorithm of the PIPS paralleli�

zer is based on a approximate feasibility test using Fourier�Motzkin elimination�

Our experiments show that� in practice� it is accurate enough for treating depen�

dences systems� and that its practical complexity is polynomial�

Di	erent dependence abstractions have di	erent precision� For deciding whe�

ther a transformation is legal� several abstractions are admissible� meaning they

contain enough information for knowing if this transformation is legal� The mini�

mal abstraction contains necessary minimal information for this transformation�

We have identi�ed the admissible minimal abstractions for classical program

transformations � loop reversal� loop permutation� unimodular transformations�

partitioning and parallelization�

The dependence cone� which is the admissible minimal abstraction for the ap�

plication of all unimodular transformations� also contains su
cient information

for obtaining the mono� and multi�dimensional valid linear scheduling set� iden�

tical to the one computed from the abstraction of dependence distance vectors�
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Introduction
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fense� �energie nucl�eaire et sismique� manipulent un grand nombre de donn�ees�

Pour rester comp�etitives et prendre en consid�eration le nombre de donn�ees tou�

jours croissant� ces applications doivent �etre trait�ees en parall�ele�

La parall�elisation d�un programme s�equentiel comporte trois phases essen�

tielles� le test de d�ependance� les transformations du programme �permettant

une d�etection plus facile du parall�elisme implicite� et en�n la parall�elisation� Le

premier chapitre de cette th�ese introduit les m�ethodes g�en�erales de parall�elisation

et vectorisation des programmes�

Le test de d�ependance est une des phases les plus importantes pour la d�e�

tection et l�exploitation du parall�elisme implicite des programmes� Sa pr�ecision

et son e
cacit�e conditionnent directement le succ�es de la phase de parall�elisa�

tion� Pour e	ectuer un test de d�ependance� de nombreux algorithmes� exacts

ou approximatifs� de complexit�e polyn�omiale ou exponentielle� ont �et�e propos�es�

Les tests approximatifs approximent l�ensemble des solutions et ne testent que

l�existence �ou l�inexistence� d�une telle solution� Bien que de nombreux tests de

d�ependances propos�es soient approximatifs� tr�es peu d��etudes ont port�e sur l��eva�

luation de la complexit�e et de l�exactitude de tels tests sur les programmes r�eels�

L�algorithme du parall�eliseur PIPS est bas�e sur un test de faisabilit�e approxima�

tif utilisant l�algorithme de Fourier�Motzkin� Le deuxi�eme chapitre de cette th�ese

expose les r�esultats de l��evaluation de sa complexit�e et de son exactitude�

A�n de parall�eliser le programme� ce dernier doit �etre restructur�e et trans�

form�e� Une transformation peut �etre appliqu�ee au programme si toutes les d�epen�

dances entre les instructions du programme sont respect�ees� Une repr�esentation

exacte ou approximative caract�erisant ces d�ependances est donc n�ecessaire� De



nombreuses abstractions ont �et�e propos�ees� les it�erations de d�ependance� les vec�

teurs de distance de d�ependance� le c�one de d�ependance� les vecteurs de direction

de d�ependance et les profondeurs de d�ependance� Ces di	�erentes abstractions ont

des pr�ecisions et des co�uts de calcul et stockage di	�erents� Apr�es une description

de ces di	�erentes abstractions� une comparaison de leur pr�ecision est pr�esent�ee

dans le troisi�eme chapitre�

La pr�ecision des abstractions des d�ependances est importante lors de l�appli�

cation des transformations de programme car certaines transformations pourront

�etre d�eclar�ees �ill�egales� pour une abstraction et pas pour une autre �contenant

su
samment d�information sur les d�ependances pour pouvoir tester si elle peut

�etre appliqu�ee sans contrarier les d�ependances�� Les abstractions admissibles pour

chacune des transformations sont parfois multiples� La pr�ecision de chacune des

abstractions �etant di	�erente� le choix d�une abstraction des d�ependances appro�

pri�ee �a une transformation est important� Les r�esultats de l��etude des relations

entre abstractions de d�ependances et transformations de boucles sont expos�es au

chapitre �

La parall�elisation d�un nid de boucles peut �etre vue comme un probl�eme de

r�eordonnancement des it�erations du nid de boucles de mani�ere �a mettre en �evi�

dence des boucles parall�eles� Des m�ethodes ont donc �et�e propos�ees pour calculer

un ordonnancement lin�eaire des it�erations des boucles� Elles utilisent les vec�

teurs de distance de d�ependance comme abstraction des d�ependances� Le c�one de

d�ependance est une abstraction des d�ependances qui approxime l�ensemble des

vecteurs de distance de d�ependance et est plus compact� Le dernier chapitre de

cette th�ese est d�edi�e �a l��etude des ordonnancements valides que l�on peut calculer

�a partir de cette repr�esentation�
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Chapitre �

�Etat de l�art

De nombreuses applications� de domaines scienti�ques di	�erents comme la

m�et�eorologie� la d�efense� l��energie nucl�eaire et la sismique� manipulent un grand

nombre de donn�ees� Pour rester comp�etitives et prendre en consid�eration le

nombre de donn�ees toujours croissant� ces applications doivent �etre trait�ees en

parall�ele� De nombreux mod�eles d�architectures parall�eles �i�e� MIMD� SIMD�

VLIW� ont �et�e propos�es pour exploiter le parall�elisme de ces applications �a dif�

f�erents niveaux �i�e� t�ache� programme� sous�routine� boucle� instruction�� Nous

pr�esentons bri�evement les principaux types d�architectures parall�eles dans la pre�

mi�ere section de ce chapitre�

Le parall�elisme potentiel des applications doit �etre exploit�e de mani�ere �a utili�

ser au mieux toutes les ressources parall�eles de ces architectures� Ce parall�elisme

peut �etre sp�eci��e soit explicitement par les programmeurs� dans les programmes

�a l�aide des primitives d�un langage parall�ele� soit implicitement� S�il est impli�

cite� le parall�elisme devra �etre d�etect�e par les compilateurs�parall�eliseurs� Dans

la deuxi�eme section de ce chapitre� nous pr�esentons quelques langages de pro�

grammation parall�ele�

Pour conserver les biblioth�eques scienti�ques importantes d�ej�a existantes� et

pour que les programmeurs puissent continuer �a �ecrire des programmes s�equen�

tiels� des outils d�aide �a la parall�elisation sont n�ecessaires� Dans la deuxi�emepartie

de ce chapitre� nous d�ecrivons les techniques classiques� utilis�ees par ces outils�

telles que la d�etection des d�ependances� les transformations de programme et les

m�ethodes de la vectorisation�parall�elisation�



��� Architectures parall�eles

Comme leur nom l�indique� les machines parall�eles sont des ordinateurs pou�

vant ex�ecuter plusieurs instructions simultan�ement� Elles poss�edent soit plusieurs

processeurs� soit un processeur avec plusieurs unit�es de traitement� soit une unit�e

pipelin�ee� soit encore une combinaison des trois cat�egories pr�ec�edentes� Il faut

noter que tous les microprocesseurs r�ecents comme les superscalaires � Super�

SPARC� RS����� MC����� et les superpipelines� comme le R���� qui sont des

machines parall�eles� De nombreux mod�eles d�architecture parall�ele ont �et�e pro�

pos�es� La classi�cation de l�architecture des machines la plus connue est celle

de Flynn �Flyn��� qui est bas�ee sur les �ux d�instructions et de donn�ees� Cette

classi�cation comporte quatre cat�egories � SISD� SIMD� MIMD� MISD� La classe

des machines MISD est sans int�er�et pratique et celle des SISD correspond aux

machines s�equentielles� Nous nous int�eressons donc dans cette th�ese aux deux

cat�egories SIMD et MIMD�

 SIMD � un seul �ux d�instructions� plusieurs �ux de donn�ees �

C�est le type des architectures massivement parall�eles dont la CM�� est le

meilleur exemple� Elle caract�erise aussi l�architecture vectorielle comme le

Cray �� Dans ce mod�ele� plusieurs unit�es de traitement sont supervis�ees par

une m�emeunit�e de contr�ole� Toutes les unit�es ex�ecutent la m�eme instruction

�ou le m�eme programme�� mais op�erent sur des donn�ees distinctes�

 MIMD �plusieurs �ux d�instructions et de donn�ees �

C�est l�architecture du multiprocesseur� Dans ce cas� plusieurs processeurs

poss�edant chacun leur propre unit�e de contr�ole ex�ecutent des programmes

di	�erents� par exemple � l�Encore�Multimax� la Sequent Balance� l�iPSC��

l�iPSC i���� le Cray �� le Cray X�MP� l�Alliant FX��� l�IBM ���� et la

CM���

La puissance des machines parall�eles est li�ee aux logiciels parall�eles� Fabri�

quer des programmes largement parall�eles est la cl�e n�ecessaire �a l�obtention de

bonnes performances pour ces architectures� Dans les deux sections suivantes�

nous pr�esentons deux approches pour la programmation des machines parall�eles�
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��� Programmation parall�ele

Pour obtenir des programmes parall�eles� de nombreux programmeurs �ecrivent

directement leurs programmes en utilisant un langage parall�ele� Dans ce cas� le

parall�elisme est explicite et signal�e �a l�aide de primitives dans le programme� De

tr�es nombreux langages parall�eles ainsi que des extensions de langages existants

ont �et�e propos�es� Nous pr�esentons bri�evement trois exemples de langage parall�ele

qui ont des mod�eles de programmation di	�erents et qui sont d�edi�es �a trois types

di	�erents d�architecture parall�ele � le langage OCCAM pour les architectures �a

base de Transputers� FORTRAN �� pour les architectures vectorielles �ex� CRAY

�� et HPF� un FORTRAN �etendu� pour multiprocesseur SIMD et MIMD�

����� OCCAM

Le langage Occam a �et�e con!cu �a partir de CSP �Communicating of Sequential

Process� pour la programmation parall�ele des architectures bas�ees sur les transpu�

ters �Kerr���� Un transputer contient un processeur� une m�emoire et des liens de

communication� Il int�egre un ordonnanceur g�erant des processus par micro�code�

Les communications entre transputers sont r�ealis�ees par l�interm�ediaire des liens�

elles g�erent les envois et r�eceptions des donn�ees sur le r�eseau de transputers�

L�unit�e parall�ele de ce langage est le processus �s�equence d�op�erations�� Plu�

sieurs processus peuvent �etre ex�ecut�es en parall�ele� Les processus communiquent

par envoi et r�eception de messages sur des canaux� Ces �echanges sont bloquants

et assurent donc une synchronisation en suppl�ement d�un transfert de valeur� Les

primitives principales du parall�elisme sont les suivantes �

 PAR � ex�ecution parall�ele"

 SEQ � ex�ecution s�equentielle"

 c# var � r�eception d�une variable var sur un canal c"

 c $ expr � envoi de la valeur d�une expression expr sur un canal c�

Le parall�elisme de contr�ole est donc le mod�ele sous�jacent� Ce mod�ele est

adapt�e aux multiprocesseurs MIMD mais il ne permet pas d�exprimer naturel�

��



lement des calculs scienti�ques� De plus� OCCAM est une version de CSP qui

oblige le programmeur �a savoir si les processus qu�il manipule vont se trouver sur

le m�eme processeur physique ou non� Il est donc� en g�en�eral� inappropri�e pour

coordonner un grand nombres de processus�

Voici un exemple de deux processus communiquants �

PROC p��CHAN com�

VAR x �

SEQ

���

x�����

comm� x�

���

PROC p	�CHAN com�

VAR y�

SEQ

���

comm
 y

�����y

���

CHAN comm�

PAR

p��comm�

p	�comm�

Les processus p� et p	 sont ex�ecut�es en parall�ele� p� calcule la valeur d�une

variable x et envoie cette valeur au canal comm" p	 re!coit cette valeur par le m�eme

canal et l�utilise dans le processus�

����� FORTRAN �	

Le FORTRAN �� est un langage con!cu pour les machines vectorielles� Il est

tout �a fait compatible avec le FORTRAN ��� mais poss�ede des op�erations et des

fonctions plus riches� La particularit�e la plus connue du FORTRAN �� est le

traitement des tableaux en parall�ele �MeRe����

��



Les op�erations vectorielles principales sont �

 l�a	ectation de section de tableau�

Par exemple�

REAL DIMENTION������� A�B�C

���

A � B � C

B���N��� � A�����N�

 les op�erations logiques sur les tableaux pour les instructions IF etWHERE�

Par exemple�

WHERE �A � ��

A � B � C

END WHERE

 les fonctions intrins�eques sur les tableaux telles que � la valeur maximale ou

minimale des �el�ements d�un tableauMAXV AL�ARRAY � etMINV AL�ARRAY �"

le produit des �el�ements de deux vecteursDOTPRODUCT �ARRAY �� ARRAY ��"

la somme des �el�ements de deux vecteurs SUM�ARRAY �� ARRAY ��� etc�

Le parall�elisme semi�explicite est contenu dans les expressions et les op�erations

vectorielles du langage�

����
 HPF

HPF �High Performance Fortran� est un langage de programmation data�

parall�ele qui est en cours de sp�eci�cation aux Etats�Unis �HPF���� HPF est une

extension de Fortran �� pour la programmation �a parall�elisme de donn�ees� Il

est bas�e sur la distribution explicite des donn�ees� et doit permettre l�obtention de

performances optimales sur les machines MIMD et SIMD �a m�emoire non uniforme

tout en pr�eservant la portabilit�e� HPF a �etendu Fortran sous plusieurs aspects �

distribution des donn�ees� instructions parall�eles� intrins�eques et librairies� etc�

A�n de permettre d�expliciter des calculs parall�eles� HPF o	re une nouvelle

instruction FORALL et une nouvelle directive INDEPENDENT� L�instruc�

tion FORALL est une extension de l�a	ectation �a un tableau du Fortran ���

La construction FORALL regroupe plusieurs a	ectations qui seront ex�ecut�ees en

parall�ele les unes apr�es les autres sur tout le domaine d�it�eration� La directive

��



INDEPENDENT informe le compilateur que les op�erations qui suivent peuvent

�etre ex�ecut�ees en parall�ele� Elle peut pr�ec�eder une boucle DO ou FORALL�

Voici un exemple de construction FORALL et un exemple de directive INDE�

PENDENT�

 Exemple � �

FORALL �I�	�N��� J�	�N���

A�I�J� � A�I�J����A�I�J���

B�I�J� � A�I�J�

END FORALL

Ceci est �equivalent �a deux a	ectations vectorielles �

FORALL �I�	�N��� J�	�N��� A�I�J� � A�I�J����A�I�J���

FORALL �I�	�N��� J�	�N��� B�I�J� � A�I�J�

 Exemple � �

�HPF� INDEPENDENT

DO I����

A�P�I�� � B�I� � P est une permutation

END DO

La directive INDEPENDENT a
rme que les ��� it�erations de la boucle I

sont ind�ependantes�

Le premier compilateur de HPF n�est pas encore mis �a disposition� il

est pr�evu pour la �n �����

La programmation parall�ele impose aux programmeurs la responsabilit�e de

l�identi�cation du parall�elisme et sa sp�eci�cation en langage parall�ele� C�est une

t�ache assez complexe m�eme si le langage poss�ede toutes les constructions paral�

l�eles n�ecessaires�

De nombreux programmes �ecrits en FORTRAN �� ou en FORTRAN �� sont

encore utilis�es dans le monde du calcul scienti�que� Leur traduction manuelle

en codes parall�eles n�est pas envisageable� m�eme pour de petites applications�

sachant que toutes les relations de d�ependance doivent �etre calcul�ees et v�eri��ees�

et que le programme doit �etre transform�e pour sp�eci�er le parall�elismemaximum�

��



L�utilisation des outils de parall�elisation ou de vectorisation automatique devient

d�es lors n�ecessaire�

��� Vectorisation et parall�elisation automatique

La deuxi�eme approche consiste donc �a parall�eliser automatiquement les pro�

grammes s�equentiels �ecrits en langages imp�eratifs �ex� Fortran ��� C� gr�ace aux

parall�eliseurs� C�est le parall�eliseur qui se charge de d�etecter le parall�elisme impli�

cite contenu dans les programmes et de l�exploiter� Cette approche est int�eressante

car elle permet aux programmeurs de continuer �a �ecrire les programmes s�equen�

tiels en utilisant le langage qu�ils connaissent bien� le compilateur prenant en

charge la parall�elisation de ces programmes� De plus� elle permet de conserver les

biblioth�eques scienti�ques importantes utilis�ees sur les machines parall�eles sans

les r�eecrire�

Les deux approches� vectorisation et parall�elisation� visent respectivement les

deux types de machines parall�eles� les machines vectorielles �SIMD� et les multi�

processeurs �MIMD��

Nous nous int�eressons dans cette th�ese tout particuli�erement �a la parall�elisa�

tion du langage Fortran� puisque c�est le langage le plus utilis�e dans le monde

scienti�que�

Dans cette section� nous commen!cons par pr�esenter trois types de parall�e�

lisme implicite� Ensuite� nous nous concentrons sur l�exploitation du parall�elisme

contenu dans les boucles� C�est� en e	et� dans les nid de boucles que se trouve

le plus fort potentiel de parall�elisme implicite exploitable� Le parall�elisme de

contr�ole a �et�e estim�e par de nombreux auteurs �a � ou � instructions pouvant

s�ex�ecuter en parall�ele� De plus� le projet PTRAN a montr�e qu�il n�y avait pas

grand chose �a faire en dehors des boucles�

Nous pr�esentons ensuite les phases essentielles et les techniques utilis�ees pour

r�ealiser la parall�elisation ou la vectorisation� Il s�agit

�� du test de d�ependance permettant de d�etecter les contraintes d�ordonnance�

ment entre instructions�

�� de l�utilisation des transformations de programmes et

��



�� de la parall�elisation�vectorisation explicitant le parall�elisme�

��
�� Parall�elisme implicite

Nous pr�esentons ici trois types de parall�elisme implicite � le parall�elisme de

gros grain� de moyen grain et de grain �n�

Parall�elisme de gros grain

Dans les programmes d�analyse num�erique� modules et boucles repr�esentent

des parties relativement importantes du programme� L�ex�ecution de tels blocs

d�instructions peut �etre parall�ele si les calculs intervenant dans ces blocs sont

ind�ependants� Ce type de parall�elisme est consid�er�e comme du parall�elisme de

gros�grain� Par exemple� dans le langage OCCAM� la primitive PAR permet

d�exprimer ce type de parall�elisme�

Illustrons deux situations � l�une o�u les proc�edures sont ind�ependantes et peu�

vent �etre ex�ecut�ees en parall�ele� l�autre o�u ce sont les boucles qui sont ind�epen�

dantes et peuvent �etre ex�ecut�ees en parall�ele�

�� exemple � �

PROGRAM P� SUBROUTINE SUB��A�n� SUBROUTINE SUB	�A�n�

PAR

bloc��CALL SUB��A�n� DO I � �� 	�n��� 	 DO I � 	� 	�n� 	

bloc	�CALL SUB	�A�n� A�I� �  A�I� � �

ENDPAR ENDDO ENDDO

END END END

Ce programme contient deux appels �a une procedure � CALL SUB�� CALL

SUB	� SUB� a	ecte aux �el�ements impairs du tableau A la valeur �� et SUB	

a	ecte la valeur enti�ere � aux �el�ements pairs du tableau A� Il est clair que

ces deux appels sont ind�ependants et que le bloc� et le bloc	 peuvent �etre

ex�ecut�es en parall�ele�
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�� exemple � �

PROGRAM P	

PAR

bloc�� DO I � �� 	�n��� 	

A�I� � 

ENDDO

bloc	� DO I � 	� 	�n� 	

A�I� � �

ENDDO

ENDPAR

END

Le programme P	 est compos�e de deux boucles successives� En fait� P	

fournit le m�eme r�esultat que P� �les appels aux sous�routines sont rempla�

c�ees par leur corps d�instructions�� Les ex�ecutions des blocs bloc� et bloc	

sont pour la m�eme raison ind�ependantes� puisqu�ils peuvent �etre ex�ecut�es

en parall�ele�

Parall�elisme de moyen grain

Nous appelons le parall�elisme de grain moyen le parall�elisme correspondant �a

l�ex�ecution parall�ele des it�erations d�une boucle�

La majorit�e des parall�eliseurs exploitent ce type de parall�elisme� Il est explicit�e

par trois types de structures parall�eles �

 l�instruction vectorielle comme celle du Fortran ���

ex� A���N� � B���N� � C���N� �chaque �el�ement ���N� du tableau A peut

�etre a	ect�e en parall�ele�"

 la boucle DOALL qui signi�e que toutes les it�erations de la boucle peuvent

�etre ex�ecut�ees parall�element� sans synchronisation�

 la boucle DOACROSS o�u toutes les it�erations peuvent �etre ex�ecut�ees parall�e�

lement avec quelques synchronisations ou d�elais �Padu��� �Cytr���

��



Prenons un exemple�

DO I � �� �

S�� A�I� � A�I� � �

S	� B�I� � B�I� � A�I�

S�� C�I� � C�I� � B�I�

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

Ces instances sont repr�esent�ees dans la �gure ���� Les relations de d�ependance

entre les instances des instructions sont repr�esent�ees par une ��eche�

�
S� S� S�

S

�

�

�

�
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Fig� ��� � Espace des instances de l
exemple ���

On peut constater qu�il n�y a pas de d�ependance entre les it�erations du corps

de boucles� En explicitant le parall�elisme vertical par un DOALL� l�exemple devient �

DOALL I � �� �

S�� A�I� � A�I� � �

S	� B�I� � B�I� � A�I�

S�� C�I� � C�I� � B�I�

ENDDOALL

��



Une boucle peut contenir �a la fois du parall�elisme de gros grain et du paral�

l�elisme de moyen grain� Prenons un exemple�

DO I � �� �

S�� DO J � �� N

A�I�J� � A�I���J� � �

ENDDO

S	� DO K � �� M

B�I�K� � B�I��� K� � �

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

S� et S	 sont deux instructions �blocs de boucle� du corps de la boucle I�

Les relations de d�ependance entre les instances de S� et S	 sont illustr�ees dans

la �gure ��� Il y a des d�ependances entre les di	�erentes it�erations de la boucle

I� Mais il y a du parall�elisme de moyen grain entre les it�erations de la boucle J

et celles de la boucle K� que l�on explicite par un DOALL et du parall�elisme gros

grain entre S��I� et S	�I�� que l�on explicite par la primitive PAR�

Le code devient �

DO I � �� �

PAR

S�� DOALL J � �� N

A�I�J� � A�I���J� � �

ENDDOALL

S	� DOALL K � �� M

B�I�K� � B�I��� K� � �

ENDDOALL

ENDPAR

ENDDO

Le parall�elisme de moyen grain est un cas particulier du parall�elisme de gros

grain� les blocs sont identiques� Ces deux types de parall�elisme sont exploit�es

pour les machines parall�eles SIMD vectorielles ou MIMD�
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Fig� �� � Espace des instances de l
exemple ���

Parall�elisme de grain n

On d�e�nit le bloc de base comme �etant un bloc d�a	ectations n�ayant qu�une

seule entr�ee et qu�une seule sortie� Plusieurs instructions ind�ependantes d�un

m�eme bloc peuvent s�ex�ecuter en parall�ele m�eme si le taux de parall�elisme sup�

pl�ementaire obtenu n�est pas tr�es important par rapport au parall�elisme de grain

moyen� Ce parall�elisme au niveau des instructions est appel�e le parall�elisme de

grain �n� Ce type de parall�elisme est exploit�e pour les machines parall�eles de type

VLIW �Very Long Instruction Word�� superscalaire et pipeline�

Une approche e
cace� Software Pipelining� permettant d�exploiter le parall�e�

lisme de grain �n dans une boucle DO a �et�e propos�ee dans �WaEi����

Puisque� dans la majorit�e des programmes Fortran� la majeure part du temps

d�ex�ecution est consomm�ee par les boucles �Kuck��� l�exploitation du parall�e�

lisme dans les boucles est cruciale� Les vectoriseurs et les parall�eliseurs actuels

s�attachent essentiellement �a trouver les boucles du programme qui peuvent �etre

vectoris�ees ou parall�elis�ees� Dans cette th�ese� nous nous int�eressons donc tout

particuli�erement au parall�elisme de gros ou moyen grain�

��
�� D�etection des contraintes d�ordonnancement

Dans cette section� nous introduisons bri�evement la premi�ere phase de la pa�

rall�elisation � la d�etection des contraintes d�ordonnancement �Bane��� �Wolf���

�ZiCh���� Pour cela certains concepts comme d�ependance� test de d�epen�

dance� graphe de d�ependances� DDV� DC� etc vont �etre introduits�

��



Cette phase doit analyser les relations de d�ependance existant entre les ins�

tructions du programme�

Il existe deux types de relation de d�ependance dans un programme � les d�epen�

dances de contr�ole et les d�ependances de donn�ees� Une d�ependance de contr�ole�

respectivement de donn�ees� repr�esente l�existence d�une contrainte d�ordonnan�

cement sur le �ux de contr�ole� respectivement sur le �ux de donn�ees� Toutes les

d�ependances de contr�ole ou de donn�ees d�un programme sont g�en�eralement repr�e�

sent�ees par un graphe orient�e qui s�appelle le Graphe de D	ependances� Puisque

les d�ependances de contr�ole peuvent �etre trait�ees de la m�eme mani�ere que les

d�ependances de donn�ees� par un compilateur �FeOW���� nous n��etudions que les

d�ependances de donn�ees dans cette th�ese�

L�algorithme de test des d�ependances joue un r�ole tr�es important car il per�

met de savoir s�il existe une d�ependance entre deux instructions r�ef�eren!cant la

m�eme variable �scalaire ou tableau� et donc de savoir si les instructions sont

parall�elisables�

Test de d�ependances des donn�ees

Rappelons simplement qu�une instruction S� d�epend de l�instruction S� si

S� s�ex�ecute avant S� et si l�une des trois conditions suivantes � est v�eri��ee �

�� S� lit la valeur d�une variable �ou r�ef�erence du tableau� qui a �et�e modi��ee

par S�" il y a une �ow�dependence de S� vers S�

�� S� modi�e une variable �ou r�ef�erence du tableau� qui a �et�e lue par S�" il y

a une anti�dependence de S� vers S�

�� S� modi�e une variable �ou r�ef�erence du tableau� qui a �et�e modi��ee par

S�" il y a une output�dependence de S� vers S�

Pour des raisons de simplicit�e� nous prenons le cas de deux boucles imbriqu�ees

comme mod�ele�

�� un quatri�eme type de d�ependance input�dependence a �et�e ajout�e pour l�optimisation des
acc�es m�emoire

��



DO I � l�� u�
DO J � l�� u�

S� X �f��I� J�� f��I� J�� � ���
S� ��� � X �g��I� J�� g��I� J��

ENDDO

ENDDO

On d�e�nit S �i� j� l�instance de l�instruction S �a l�it�eration �I� J� � �i� j��

L�ex�ecution d�une instance S �i� j� pr�ec�ede celle de l�instance S� �i�� j �� si et seule�

ment si

 �i� j�� �i�� j�� �o�u � d�e�ni l�ordre lexicographique�

 ou bien si S est avant S� textuellement et �i� j� � �i�� j ���

L�ensemble des r�ef�erences de X modi��ees par l�instruction S� que l�on note

OUT �S�� est d�e�ni par OUT �S�� � f X �f��I� J�� f��I� J�� o�u I � �l�� u��� J �

�l�� u�� g� L�ensemble des r�ef�erences de X lues par l�instruction S� not�e IN�S��

vaut IN�S�� � fX �g��I� J�� g��I� J�� o�u I � �l�� u��� J � �l�� u��g�

D�apr�es la d�e�nition� S� d�epend de S� par une �ow d�ependance si et seule�

ment s�il existe des entiers i�� i�� j�� j� tels que �

��������
�������

f� �i�� j�� � g� �i�� j��
f� �i�� j�� � g� �i�� j��
l� � i�� i� � u�
l� � j�� j� � u�
�i�� j��� �i�� j��

Pour d�eterminer les d�ependances� il faut rechercher l�existence de solutions en�

ti�eres au syst�eme d��equations et d�in�equations pr�ec�edent� Obtenir une r�eponse

exacte est �equivalent �a un probl�eme de programmation en nombres entiers

qui est NP�complet� Les algorithmes classiques de programmation en nombres

entiers sont tr�es co�uteux� On est donc amen�e �a rechercher des m�ethodes plus

simples et plus e
caces�

Un grand nombre de tests� exacts ou approximatifs� ont �et�e propos�es � des

tests exacts comme PIP �Feau���� FAS�T �BePT��� et Omega �Pugh���" des tests

��



v�eri�ant l�existence de solutions enti�eres pour une ou toutes les �equations du

syst�eme comme le PGCD �Bane��� et le PGCD g	en	eralis	e �Bane���" des tests

v�eri�ant l�existence de solutions r�eelles dans le syst�eme d�in�egalit�es d�e�ni par le

domaine d�it�eration comme le test de Banerjee �Bane��� �Bane��� �Bane��� et le

test de Fourier�Motzkin �DaEa��� �Du	��� Ces tests sont d�etaill�es et compar�es

dans le chapitre suivant�

Graphe de d�ependances des donn�ees

Les relations de d�ependance entre toutes les instructions d�une boucle �ou

un programme� sont exprim�ees par le graphe de d�ependances qui est un graphe

orient�e� Soit G�V�E� ce graphe� V � fS�� S�� � � � Sng est la liste des som�

mets du graphe correspondant aux instructions du programme et E � feij �

�Si� Sj� j Si� Sj � V g est la liste des arcs exprimant les relations de d�ependance

entre les instructions du programme� On a choisi une structure de graphe pour re�

pr�esenter les relations de d�ependance des instructions du programme parce que la

d�ependance est une relation d�ordre� La pr�esence d�un cycle dans le graphe entre

deux instructions S� et S� indique l�existence de contraintes d�ordonnancement

entre certaines it�erations de S� et certaines it�erations de S�� Il emp�eche l�ex�ecution

en parall�ele de ces instructions� La d�etection facile et rapide des cycles du graphe

de d�ependances est indispensable pour la vectorisation et la parall�elisation�

Prenons l�exemple suivant �l�exemple �����

DO I � �� N

DO J � �� M

S�� A�I���J� � A�I���J� � B�I�J���

S	� B�I�J� � B�I�J� � A�I�J�

S�� C�I�J� � A�I���J��� � B�I���J�

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���
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Fig� ��� � Graphe de d	ependances de l
exemple ���

La partie gauche de la �gure ��� repr�esente le graphe de d�ependances de

l�exemple ���� Il y a six d�ependances internes au nid de boucles dont quatre

repr�esentent des d�ependances inter�it�erations� Il y a trois cycles dont deux sont

d�us �a la lecture et �a l��ecriture d�une m�eme variable au cours d�une m�eme it�eration

par une m�eme instruction� S� ne d�epend pas transitivement d�elle m�eme� elle peut

donc �etre ex�ecut�ee en parall�ele apr�es distribution �� S� et S� appartenant �a un

cycle doivent �etre ex�ecut�ees sequentiellement�

Un graphe de d�ependances ne comportant aucune information sur la nature

des d�ependances ne peut pas �etre utilis�e pour e	ectuer des transformations de

programme et des optimisations� On associe donc �a chaque arc des informations

qui caract�erisent cette relation de d�ependance�

On peut repr�esenter une d�ependance entre deux instructions S� ��i� et S� ��i��

par le vecteur de distance de d�ependance �d� d�e�ni par la di	�erence des deux

vecteurs d�it�erations �d � �i� ��i�

Si chaque �el�ement de �d est constant� on peut utiliser ce vecteur constant�

repr�esentant la Distance de d�ependance �D�� comme information� Cependant

�d n�est pas toujours constant� et repr�esente parfois une information trop riche�

Certaines transformations� telle que l��echange de boucles� n�ont pas besoin de

�� La distribution de boucles est une transformation qui distribue les instructions par blocs
�voir la section suivante�

��



cette information pour pouvoir �etre e	ectu�ees sans modi�er la s�emantique du

programme �Wolf����

Le data Dependence Direction Vector �DDV� est largement utilis�e

comme information de d�ependance r�esumant le vecteur de d�ependance par le

signe de ses �el�ements� Il est de dimension �egale au nombre de boucles imbriqu�ees

et ses composantes prennent leurs valeurs dans

% � ���� ��� ���� �d� o�u �k � f���� ������ ��� �g �Wolf���� On dit que S� �i�� i�� ���� in�

d�epend de S� �i��� i
�
�� ���� i

�
n� avec le ddv % si �k�� � k � n�� ik�ki

�
k�

Lorsque les composantes du ddv sont toutes ���� la d�ependance est interne �a

une it�eration et est appel�ee loop independent sinon elle a lieu entre deux it�erations

di	�erentes et est appell�ee loop carried �AlKe����

La Profondeur d�une d�ependance est une des informations r�esumant le

vecteur de direction de d�ependance� Lorsque les n�� premi�eres composantes du

ddv sont ��� et la n�i�eme composante est �� par exemple ��� �� ���� �� �� �����

la d�ependance est alors de profondeur n �AlKe���� Cela veut dire que le signe

de la n�i�eme composante du vecteur de d�ependance est positif� contrairement �a

ce qui pourrait faire croire le symbole ��

Le graphe des d�ependances de l�exemple ��� a
n�e par le vecteur de distance�

le ddv et la profondeur de d	ependance est illustr�e dans la partie droite de la �gure

����

Le C�one de D�ependances �DC� �IrTr��� est une autre mani�ere int�eressante

de pr�eciser les d�ependances� Il caract�erise l�ensemble des distances de d�ependance

��ni ou in�ni� par un poly�edre convexe minimal �ou l�enveloppe convexe� recou�

vrant toutes les distances� Il peut aussi �etre d�e�ni comme la fermeture transitive

du vecteur de distance� Cette approximation est plus pr�ecise que le DDV qui est

un c�one particulier repr�esentant soit un quart soit une moiti�e d�espace� Lorsque

DC est un poly�edre convexe� il peut �etre repr�esent�e sous forme d�un syst�eme

g�en�erateur �Schr��� compos�e de trois ensembles de vecteurs � sommets� rayons�

droites� L�ensemble des vecteurs de distance de d�ependance peut �etre g�en�er�e pr�e�

cis�ement par des combinaisons lin�eaires de ces trois ensembles� Le DC d�un corps

de boucles peut se caract�eriser par un seul c�one� la fermeture transitive de toutes

les relations de d�ependance pour toutes les paires d�instructions et de r�ef�erences�

��



Il est particuli�erement int�eressant pour certaines transformations telles que les

transformations de r�eordonnancement globale d�it�erations� bien que l�enveloppe

convexe fasse perdre des informations utiles pour d�autres transformations� Le

r�eordonnancement des it�erations par la m�ethode hyperplane d�eduit du DC est

equivalent �a celui d�eduit de l�ensemble des distances D �Irig��a��

��
�
 Transformations

Expliciter le parall�elisme d�un programme n�ecessite souvent des transforma�

tions de programme qui doivent conserver toutes les d�ependances� Dans cette

section� apr�es avoir present�e les analyses et transformations de programme stan�

dards� nous pr�esentons les transformations li�ees �a la parall�elisation�vectorisation�

Analyses et transformations standards

La plupart des parall�eliseurs e	ectuent une phase de transformation pour

faciliter le test de d�ependance� Nous citons maintenant certaines de ces transfor�

mations�

 Normalisation de boucle

Une boucle dont la borne inf�erieure et le pas sont �egaux �a � est consid�er�ee

comme une boucle normalis�ee� La normalisation d�une boucle correspond �a

la transformation suivante �

DO I � e�� e�� e� DO I � � �� e��� �

Corps �I� �	 Corps �I ��
Enddo Enddo

o�u e�� e�� e� sont des expressions des bornes et du pas de la boucle initiale�

La nouvelle borne sup�erieure e�� vaut �e� � e� & e���e��� Le Corps �I �� est

d�eduit du Corps �I� en remplacant I par l�expression �e� & �I � � �� � e��

�ZiCh����

 D�etection et substitution de variable inductive

Une variable inductive est une variable scalaire dont la valeur est fonction

��



des indices de boucles� Elle est utilis�ee souvent pour simpli�er les expres�

sions des indices de tableau� Par exemple�

S � 

DO I � �� N

S � S � �

A�S� � A�S��� � �

ENDDO

Dans ce programme� S est une variable inductive� Son expression en fonc�

tion de l�indice de boucle I est ��I� Pour simpli�er le test de d�ependances�

on substitue S pr�esent dans l�indice du tableau A par son expression� Le

code devient �

S � 

DO I � �� N

A���I� � A���I��� � �

ENDDO

S � ��N

 Propagation de constante

Une constante symbolique est une variable scalaire dont la valeur est connue

�a la compilation et n�est pas modi��ee pendant l�ex�ecution du programme�

L�optimisation suivante donne un exemple de propagation de constante�

N � � N � �

M � � M � �

DO I � �� N �	 DO I � �� �

A�I� � A�M� � I A�I� � A��� � I

ENDDO ENDDO

 D�etection de r�eduction

Une r�eduction est une fonction qui calcule une valeur scalaire sur un vec�

teur� Certaines d�ependances cycliques sur une instruction correspondent �a

des r�eductions� ex� somme� produit� calcul du maximum ou minimumd�une

s�erie de vecteurs� Ces op�erations peuvent �etre extraites �a l�ext�erieur des

boucles et �etre exprim�ees par des instructions de r�eduction� Prenons un

��



exemple�

S � 

DO I � �� N

S � S � A�I�

ENDDO

Cette boucle est �equivalente �a la r�eduction SUM� S � SUM �A ���N���

Transformations de boucles

Les op�erations de transformation de boucles permettent de reconstruire un

corps de boucles �equivalent o�u l�ordre des it�erations ou m�eme des instances d�ins�

tructions peut avoir �et�e modi��e� Le but de ces transformations est d�am�elio�

rer l�exploitation et l�explicitation du parall�elisme implicite dans la boucle� Une

transformation est l	egale si l�ex�ecution du programme transform�e donne le m�eme

r�esultat que le programme original �i�e� conserve toutes les d�ependances�� Une

transformation est valable pour une boucle si elle est l�egale et apporte du paral�

l�elisme�

De nombreuses transformations ont �et�e propos�ees dans la litt�erature� Nous

exposons certaines d�entre elles � la distribution de boucle� la fusion de boucle�

l��echange de boucles� l�inversion de boucle loop reversal� le d�ecalage de boucle et

le strip�mining�

 La distribution de boucle distribue les instructions de la boucle par blocs

de cfc � dans le graphe de d�ependances� Pour �etre l�egale� aucune d�ependance

cyclique entre blocs ne doit exister� Le code est transform�e en une s�equence

de nids de boucles dont seuls les corps sont di	�erents� Cette transformation

est surtout utilis�ee pour permettre la vectorisation �AlKe��� et la paral�

l�elisation partielle des instructions du corps de boucles� Nous donnons un

exemple �

�� composantes fortement connexes

��



DO I � �� N

S� T��I� � 

S	 T	�I� � T	�I� � T��I���

ENDDO

Cette boucle n�est pas parall�ele� parce qu�il existe une anti�d�ependance de

profondeur � de S	 vers S��

Apr�es distribution� on obtient une s�equence de deux boucles parall�eles �

DOALL I � �� N

S	 T	�I� � T	�I� � T��I���

ENDDOALL

DOALL I � �� N

S� T��I� � 

ENDDOALL

 La fusion de boucle est la transformation inverse de la distribution de

boucle �Wolf����

Deux nids de boucle adjacents l�� l	 dont les boucles sont identiques

peuvent �etre fusionn�es en un seul nid de boucle� s�il n�existe pas de relation

de d�ependance d�une instruction S� de la boucle l� vers une instruction S	

de l	 de direction ��� �Wolf����

Cette transformation ne permet pas d�obtenir plus de parall�elisme� Elle

permet par contre de diminuer l�overhead de contr�ole et d�augmenter la

localit�e des donn�ees acc�ed�ees� Ces deux derniers e	ets sont des e	ets n�egatifs

de la transformation pr�ec�edente�

 L��echange de boucles modi�e l�ordre de parcours de l�espace des it�era�

tions en �echangeant l�ordre d�ex�ecution de deux boucles� Cette transforma�

tion est largement utilis�ee pour am�eliorer la vectorisation �en d�epla!cant la

d�ependance vers la boucle externe� et augmenter la taille des t�aches paral�

l�eles �en d�epla!cant la boucle parall�ele �a l�ext�erieur� �Wolf����

Voici un exemple simple �

�



DO I � 	� N

DO J � �� M

A�I�J� � A�I���J����A�I�J���

ENDDO

ENDDO

Dans ce programme� il y a deux d�ependances avec des ddv ����� et ������

Aucune boucle n�est parall�ele� Apr�es �echange des boucles I et J� on obtient

un programme dont la boucle interne est parall�ele et vectorisable�

DO J � �� M

DOALL I � 	� N

A�I�J� � A�I���J����A�I�J���

ENDDO

ENDDOALL

La condition de validit�e de cette transformation est le maintien de la lexico�

positivit�e des vecteurs de d�ependance� Elle ne d�epend que des informations

contenues dans les ddvs�

 Le d�ecalage de boucle �loop skewing� applique une translation aux it�e�

rations de la boucle correspondant �a une r�eindexation des it�erations� L�as�

sociation de cette transformation qui en elle�m�eme ne change rien �a l�ordre

des it�erations avec l�	echange de boucles est �equivalente �a une m�ethode de

parall�elisation� la m	ethode hyperplane �Lamp��� Elle peut aussi �etre asso�

ci�ee �a d�autres transformations telles que � strip mining et l�inversion de

boucle� pour exploiter le parall�elisme dans les boucles imbriqu�ees�

Prenons un exemple �

DO I � 	� N

DO J � 	� M

A�I�J� � A�I���J� � A�I�J���

ENDDO

ENDDO

Il existe deux d�ependances dont les vecteurs de distance sont ����� et ������

Ces deux d�ependances emp�echent la parall�elisation des deux boucles� Si on

d�ecale la boucle J par rapport �a la boucle I avec un facteur � �i�e� J � � J&I��

��



nous obtenons le nouveau programme�

DO I � 	� N

DOALL J � I�	� I�M

A�I�J�I� � A�I���J�I� � A�I�J�I���

ENDDO

ENDDO

Apr�es �echange des deux boucles� la boucle I peut �etre parall�elis�ee� On ob�

tient alors le programme suivant�

DO J � �� N�M

DOALL I � MAX�	�J�M�� MIN�N�J�	�

A�I�J�I� � A�I���J�I� � A�I�J�I���

ENDDO

ENDDO

 L�inversion de boucle �loop reversal� inverse l�ordre des it�erations

d�une boucle� Cette transformation est l�egale si elle ne porte aucune d�e�

pendance autre qu�une relation de type r�eduction� Elle est usuellement ap�

pliqu�ee avec d�autres transformations �ex� l��echange de boucles� a�n d�ef�

fectuer une transformation complexe sur un programme�

Prenons un exemple �

DO I � 	� N

DO J � 	� N

DO K � �� N��

A�I�J�K� � A�I���J�K��� � A�I�J���K���

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Il existe deux d�ependances dont les vecteurs de distance sont �������� et

��������� Ces deux d�ependances emp�echent la parall�elisation des boucles I

et J� Apr�es inversion de la boucle K et le d�eplacement de cette boucle �a

l�ext�erieur �qui correspond �a deux �echanges de boucles � �echange des boucles

I et K puis des boucles J et I�� les vecteurs de distance deviennent �������

et �������� Maintenant on peut parall�eliser les deux boucles internes� �les

��



boucles I et J��

DO K � N��� �� ��

DOALL I � 	� N

DOALL J � 	� N

A�I�J�K� � A�I���J�K��� � A�I�J���K���

ENDDOALL

ENDDOALL

ENDDO

 Le strip�mining partitionne les it�erations d�une boucle en blocs� Cette trans�

formation est toujours l�egale puisque elle ne change pas l�ordre initial d�or�

donnancement des it�erations� L�utilisation de cette transformation permet

de diviser n it�erations d�une boucle �a dn�be nombre de blocs �chunks� de la

m�eme taille �b it�erations�� La taille de bloc est choisi selon la longueur

maximale de vecteur d�une machine vectorielle ou le nombre des proces�

seurs disponibles d�un multiprocesseur� Cette transformation permet aussi

de mieux exploiter le parall�elisme� Par exemple� si la distance minimale de

d�ependances dans le corps de boucles est sup�erieure �a n� la boucle interne

peut �etre parall�elis�ee �Wolf����

��
�� Vectorisation

Dans cette partie� nous pr�esentons le principe de vectorisation� Le but de

la vectorisation est de transformer un maximum d�instructions vectorisables en

instructions vectorielles tout en respectant toutes les d�ependances�

On partitionne d�abord le graphe de d�ependances en composantes forte�

ment connexes �cfc� ou ��blocs selon la terminologie de Kuck �Kuck��� par

l�algorithme de Tarjan �Tarj���� Le nid de boucles initial peut �etre distribu�e en

autant de petites boucles� par distribution de boucle� que le nombre de cfcs�

Etant donn�e que toute instruction simple peut �etre vectoris�ee si elle ne d�epend

pas d�elle�m�eme� la condition n�ecessaire pour qu�une boucle soit vectorisable est

que le graphe de d�ependances ne contienne pas de cycle� Dans ce cas� toutes les

instructions contenues dans la boucle peuvent �etre vectoris�ees apr�es distribution

de la boucle�

��



Lorsqu�il y a un cycle de d�ependances� les boucles englobant cette cfc cy�

clique doivent normalement rester s�equentielles� Plusieurs transformations ont

�et�e propos�ees dans le but de casser un cycle de d�ependances a�n d�en extraire

des instructions vectorielles� Par exemple� l�expansion de variables scalaires� ou

bien index set splitting �Wolf��� qui consiste �a diviser les it�erations d�une boucle

en deux parties ind�ependantes�

Si un cycle de d�ependances se trouve dans un corps de boucles imbriqu�ees� la

strat�egie de vectorisation partielle propos�ee par Allen ' Kennedy �AlKe��� peut

�etre appliqu�ee� Elle permet de vectoriser partiellement les instructions englob�ees

dans le cycle� L�id�ee essentielle de cette m�ethode est de conserver �s�equentielle�

la boucle dont le graphe de d�ependances poss�ede un cycle et de parall�eliser les

autres boucles� Cette m�ethode de vectorisation doit s�e	ectuer des boucles ext�e�

rieures vers les boucles les plus internes de la m�eme mani�ere� Les graphes r�eduits

successifs ne comportent plus les d�ependances port�ees par les boucles pr�ec�edentes

�i�e� toutes les d�ependances de profondeur inf�erieure sont supprim�ees��

Nous illustrons ci�apr�es la vectorisation pour l�exemple ���� Observons le

graphe de d�ependances � ��gure ����� il contient deux ��blocs � un cycle compos�e

par S� et S	� une instruction isol�ee S��

Dans un premier temps� apr�es distribution� S� est vectoris�ee� Les boucles en�

globant S� et S	� �etant d�ependantes l�une de l�autre� restent s�equentielles�

DO I � �� N

DO J � �� M

S�� A�I���J� � A�I���J� � B�I�J���

S	� B�I�J� � B�I�J� � A�I�J�

ENDDO

ENDDO

S�� C���N���M� � A�	�N����M��� � B��N�����M�

Consid�erons maintenant les boucles non vectoris�ees� Puisque le graphe de

d�ependances sur la boucle I est un cycle� la boucle I doit rester s�equentielle�

Apr�es avoir supprim�e les d�ependances de profondeur �� le graphe de d�ependances

r�eduit pour la boucle J est illustr�e par la �gure ����

	� un �
bloc est repr�esent�e par une bo��te en pointill�es
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Fig� ��� � Le graphe de d	ependances r	eduit de l
exemple ���

La boucle J peut �etre vectoris�ee puisqu�il n�y a plus de cycle dans le graphe

de d�ependances�

DO I � �� N

S	� B�I���M� � B�I���M� � A�I���M�

S�� A�I�����M� � A�I�����M� � B�I���M�

ENDDO

S�� C���N���M� � A�	�N����N��� � B���N���M�

L��echange de boucles peut am�eliorer la vectorisation dans le cas o�u les boucles

les plus internes ne peuvent pas �etre vectoris�ees� Prenons l�exemple d�un nid de

boucles imbriqu�ees I et J �

DO I � �� N

DO J � �� M

A�I�J��� � A�I�J��B�I�J� � C�I�J�

ENDDO

ENDDO

Il y a une d�ependance de vecteur de d�ependance constant ����� dans le corps de

boucles�

Pour pouvoir utiliser les instructions vectorielles� les boucles internes doivent

�etre vectoris�ees� dans tous les cas o�u cela est possible� Si on �echange les boucles

I et J� le ddv des d�ependances devient ������ La boucle vectorisable I est main�

tenant interne� Le code devient �
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DO J � �� M

A���N�J��� � A���N�J��B���N�J� � C���N�J�

ENDDO

Cette transformation permet aussi d�am�eliorer la localit�e spatiale�

��
�� Parall�elisation

Apr�es avoir �etudi�e les techniques de vectorisation� nous pr�esentons� dans cette

section� le principe de parall�elisation des boucles�

De m�eme que le but de la vectorisation est de d�etecter les instructions vecto�

risables dans les boucles a�n de les transformer sous forme vectorielle� le but de

la parall�elisation est de d�etecter les boucles parall�elisables a�n de les transformer

en instructions parall�eles�

Deux formes de boucle parall�ele ont �et�e propos�ees � DOALL et DOACROSS �Cytr���

Dans une boucle DOALL toutes les it�erations de la boucle peuvent �etre ex�ecut�ees

parall�element sur multi�processeurs sans synchronisation� L�ex�ecution des di	�e�

rentes it�erations d�un boucle DOACROSS avec un d�elai d s�e	ectue partiellement en

parall�ele � il existe un d�elai d entre l�ex�ecution d�une it�eration et la suivante� Nous

nous int�eressons ici particuli�erement �a la parall�elisation sous forme de DOALL� c�est

�a dire la parall�elisation sans synchronisation�

Une boucle est parall�ele si elle ne porte pas de d�ependance�
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Prenons un exemple �

DO I � �� N

DO J � �� M

T��I�J� � T	�I�J�

T	�I�J� � T	�I�J� � T��I�J���

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

Il y a deux d�ependances dans ce nid de boucles caract�eris�ees par les ddvs

����� et ������ Aucune d�ependance n�est port�ee par la boucle I �de profon�

deur ��� La parall�elisation naturelle sans transformation de programme pr�ealable

donne le r�esultat suivant �

DOALL I � �� N

DO J � �� M

T��I�J� � T	�I�J�

T	�I�J� � T	�I�J� � T��I�J���

ENDDO

ENDDOALL

De nombreuses transformations ont �et�e propos�ees pour am�eliorer l�exploita�

tion du parall�elisme � entre autres � distribution de boucles� �echange de boucles�

loop skewing� inversement de boucle� blocage de boucles ��� �Wolf���� Ces di	�e�

rentes techniques ont pour but d�exploiter les di	�erents types de parall�elisme et de

tenir compte des caracteristiques du code et de la machine cible� La parall�elisation

d�un programme est compos�ee d�une s�erie de transformations qui permet l�obten�

tion d�un code parall�ele optimal� Sachant que si on e	ectue n transformations sur

un programme en utilisant un ordre di	�erent �a chaque fois� on obtient n$ pro�

grammes �equivalents en s�emantique mais di	�erents en syntaxe et poss�edant des

quantit�es de parall�elisme di	�erentes� l�ordre d�application des transformations est

tr�es important� Toutefois trouver l�ordre optimal dans lequel les transformations

doivent �etre appliqu�ees est di
cile�
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R�ecemment� le concept de transformation unimodulaire a �et�e introduit� Les

transformations de r�eordonnancement d�un espace In dans In peuvent �etre carac�

t�eris�ees par une matrice unimodulaire� Certaines transformations sont des trans�

formations unimodulaires �el�ementaires telle que � l��echange de boucles� loop ske�

wing et l�inversion de boucle� La combinaison de transformations unimodulaires

est encore unimodulaire et correspond au produit des matrices des transforma�

tions� L�avantage de ce concept est qu�il permet de caract�eriser par une seule

matrice de transformation l�ensemble des transformations�

Nous pr�esentons maintenant certaines strat�egies de parall�elisation classiques

telles que la m�ethode �etendue d�Allen ' Kennedy� la m�ethode hyperplane et les

m�ethodes de partitionnement�

M�ethode �etendue d�Allen � Kennedy

La m�ethode de vectorisation propos�ee par Allen ' Kennedy �AlKe��� peut �etre

employ�ee �egalement pour la parall�elisation� Les boucles naturellement parall�eles

�i�e� pour lesquelles les composantes des ddvs sont �egales �a ���� sont d�etect�ees

et d�eplac�ees �a l�ext�erieur� L�algorithme d�Allen ' Kennedy est ensuite appliqu�e

pour parall�eliser les autres boucles� Il proc�ede boucle par boucle en commen!cant

des boucles les plus externes vers les boucles les plus internes� La parall�elisation

de chaque boucle est e	ectu�ee �a partir du graphe de d�ependances r�eduit dans

lequel les d�ependances port�ees par les boucles pr�ec�edentes sont supprim�ees� Le

graphe de d�ependances est distribu�e en composantes fortement connexes� Les

parties acycliques sont parall�elis�ees� Pour chaque cycle� on conserve �s�equentielle�

la boucle portant la d�ependance et on parall�elise les boucles internes� et ainsi

de suite� Cette technique de parall�elisation est bas�ee sur la transformation de

distribution des boucles�

Reprenons l�exemple ��� apr�es avoir appliqu�e la m�ethode d�Allen ' Kennedy�

on obtient le code parall�ele �
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DOALL I � �� N

DOALL J � �� M

T��I�J� � T	�I�J�

ENDDOALL

DOALL J � �� M

T	�I�J� � T	�I�J� � T��I�J���

ENDDOALL

ENDDOALL

Ce programme contient plus de parall�elisme que dans la version sans transforma�

tion�

Cette m�ethode est implant�ee dans la plupart des parall�eliseurs� entre autres�

PARAFRASE� �PoGi���� PTRAN �ABCC���� PIPS �IJT���� PAF �TDF����

M�ethode hyperplane

La m�ethode hyperplane �Lamp�� �IrTr��a� �IrTr��b� est une m�ethode de pa�

rall�elisation pour les boucles imbriqu�ees� Elle g�en�ere du code parall�ele o�u la pre�

mi�ere boucle est s�equentielle et les autres sont parall�eles� Elle correspond �a une

transformation unimodulaire repr�esentant une combinaison d�une suite de trans�

formations unimodulaires �el�ementaires � la permutation de boucles �l��echange de

boucles est un cas particulier�� l�inversion de l�ordre d�ex�ecution d�une boucle� et

le d�ecalage de boucle� L�id�ee de base est de concentrer toutes les d�ependances sur

la premi�ere boucle et de conserver cette boucle s�equentielle� a�n que les autres

boucles puissent �etre ex�ecut�ees en parall�ele� Du point de vue math�ematique� la

m�ethode hyperplane essaie de trouver une s�erie d�hyperplans tels que toutes les

it�erations d�un hyperplan puissent �etre ex�ecut�ees en parall�ele�

DO I � �� N
DO J � ��M

S� T �I� J� � T �I � �� J� & T �I� J � ��
ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

Dans l�exemple ���� il existe deux d�ependances cycliques sur l�instruction S�
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Les ddvs sont ����� et ������ La conservation de la boucle I s�equentielle ne

permet pas d��oter toutes les d�ependances car le graphe de d�ependances r�eduit

sur la boucle J poss�ede encore un cycle� La m�ethode d�Allen ' Kennedy ne

permet pas la parall�elisation de l�une des boucles I ou J �

Or apr�es la transformation unimodulaire � I � � I & J� J � � J � on obtient

DO I � � �� N &M
DO J � � max��� I � �N��min�M� I � � ��

T �I �� J �� J �� � T �I �� J � � �� J �� & T �I �� J �� J � � ��
ENDDO

ENDDO

Les d�ependances deviennent ������ ������ Il est clair que la boucle J � est

maintenant parall�ele alors que la boucle I � doit rester s�equentielle�

� I
� � � �  � � � �

�
J

�
�
�
�

�
�
�
�

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

s s s s s s s s

� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��
I�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

p

Fig� ���� � L
espace d
it	erations de l
exemple ���

La �gure ���� illustre l�espace d�it�eration de l�exemple ���� On suppose que N

et M valent �� Dans cette �gure� I � donne la direction d�ordonnancement� Toutes

les it�erations appartenant �a un m�eme hyperplan �orthogonal �a I �� peuvent �etre

ex�ecut�ees en parall�ele� Par exemple� le plan p est constitu�e de � it�erations paral�

l�eles�





L�utilisation de la m�ethode hyperplane permet parfois la parall�elisation de

boucles qui ne sont pas parall�elis�ees par la methode d�Allen ' Kennedy� Cepen�

dant� cette m�ethode ne s�applique pas toujours� Notament� pour les cas o�u il

n�y a qu�une seule boucle ou quand l�envelope convexe de toutes les distances de

d�ependance n�est pas lexico�positive �voir la section ���

M�ethodes de Partitionnement

Ce type de m�ethode est bas�e sur une combinaison de transformations de

r�eordonnancement non�unimodulaires �i�e� une transformation d�un espace d�it�e�

rations de dimension n dans un espace de dimension p avec p � n�� L�id�ee es�

sentielle est de partitionner l�espace d�it�erations en blocs identiques tels que les

d�ependances soient toutes respect�ees et regroup�ees ��� soit au niveau du bloc

de mani�ere �a conserver le parall�elisme �a l�int�erieur du bloc� ��� soit au niveau

des it�erations pour que les blocs eux�m�emes soient parall�elisables� Ce type de

m�ethode est particuli�erement int�eressant pour diminuer l�overhead de contr�ole et

augmenter la localit�e des donn�ees acc�ed�ees�

De nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees dans la litt�erature� entre autres �

la m�ethode cycle shrinking �Poly��� �bas�ee sur les transformations strip�mining

et l��echange de boucles� et utilisant la distance minimale comme information de

d�ependance�� la m�ethode supern�ud de F� Irigoin �bas�ee sur la m�ethode hyper�

plane et utilisant le c�one de d�ependances� �IrTr���� et la m�ethode de Peir et

Cytron �PeCy��� �bas�ee sur l�ordonnancement de r�ecurrence lin�eaire et utilisant

les vecteurs de d�ependance�� Pour des raisons de simplicit�e� nous prenons dans

la suite de cette section la m�ethode cycle shrinking comme mod�ele�

La m�ethode cycle shrinking partitionne l�espace d�it�eration en blocs de forme

rectangulaire� Le sch�ema de transformation pour une boucle simple est illustr�e

par la �gure suivante� Une boucle est divis�ee en deux boucles�

DO I � �� N �	 DO IB � �� N� K

DO I � IB� MIN �N� IB�K���

Apr�es transformation� on dit que la boucle IB est la �boucle du bloc�� et la boucle

I est la �boucle d��el�ements�� Si on choisit la taille du bloc proprement de telle
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sorte que toutes les d�ependances soient port	ees par la �boucle du bloc�� on obtient

une boucle d��el�ements parall�ele� On choisit pour la valeur K la valeur minimum

des distances des d�ependances port�ees par cette boucle� K doit �etre sup�erieur �a �

pour que cette m�ethode soit r�eellement rentable� Le parall�elisme est fonction de

K� Les principes de cette m�ethode sont d�etaill�es dans �Poly����

Prenons un exemple simple �

DO I � �� N

S�� A�I��� � B�I� � C�I�

S	� B�I��� � A�I� � C�I�

ENDDO

Il y a deux d�ependances cycliques uniformes �d� � �� d� � �� La m�ethode

d�Allen ' Kenndy ne permet pas de parall�eliser cette boucle puisqu�il existe un

cycle de d�ependances� La m�ethode hyperplane ne peut pas �etre utilis�ee non plus

car elle ne fonctionne que pour des boucles parfaitement imbriqu�ees� Toutefois si

on partitionne la boucle en prenant K � �� la �boucle d��el�ements� devient paral�

l�ele�

DO IB � �� N� �

DOALL I � IB� MIN�N� IB�	�

S�� A�I��� � B�I� � C�I�

S	� B�I��� � A�I� � C�I�

ENDDOALL

ENDDO

M�ethode d�ordonnancement lin�eaire

La parall�elisation d�une boucle peut �etre vue aussi comme un probl�eme d�or�

donnancement des it�erations ou des instructions de la boucle� Un r�eordonnance�

ment lin�eaire monodimensionnel est une projection �exprim�ee par une fonction

de temps lin�eaire� de l�ensemble des it�erations�instructions multidimensionnelles

sur un espace de temps unidimensionnel� Et un r�eordonnancement lin�eaire multi�

dimensionnel est une projection �exprim�ee par un vecteur de fonctions de temps

lin�eaire� de l�ensemble des it�erations�instructions multidimensionnelles sur un
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espace de temps multidimensionnel� La m�ethode hyperplane est un r�eordonnan�

cement lin�eaire monodimensionnel des it�erations de boucle�

De nombreux algorithmes ont �et�e propos�es dans la lit�erature� entre autres �

F�Irigoin a propos�e le calcul d�un ordonnancement lin�eaire monodimensionnel

�a partir des informations contenues dans le c�one de d�ependances d�une boucle

�IrTr��b�" W�Shang ' J�Fortes ont propos�e le calcul d�un ordonnancement li�

n�eaire monodimensionnel permettant l�obtention d�un temps optimal en pr�esence

de d�ependances uniformes �ShFo���" la m�ethode de a�ne�by�statement scheduling

propos�ee par A�Darte ' Y�Robert �DaRo��� �DaRR��� utilise di	�erents ordonnan�

cements a
nes pour les instructions" l�algorithme de P�Feautrier �Feau��� permet

de calculer des ordonnancements a
nes ou quasi�a
nes �a un niveau plus �n � les

instances des instructions�

Ce type de m�ethode permet de conduire g�en�eralement �a un r�esultat optimal�

Leur complexit�e th�eorique est� toutefois� g�en�eralement exponentielle�

Comparaison des m�ethodes de parall�elisation

Aucune m�ethode n�est universelle et ne marche parfaitement pour tous les

cas� Chaque m�ethode poss�ede son cadre d�application pour lequel elle est plus

rentable que toutes les autres� Le choix d�une m�ethode de parall�elisation optimale

d�un programme reste un probl�eme ouvert� Il d�epend de la complexit�e de son

graphe de d�ependances� Informellement� s�il y a pas de d�ependance� le corps de

boucles est naturellement parall�ele" s�il y a pas de cycle r�esidant �a tous les niveaux

de boucles� la m�ethode d�Allen ' Kennedy permet d�exploiter le parall�elisme"

si le cycle contient les d�ependances de type anti�dependence� la transformation

node splitting permet parfois de le casser" si ce cycle ne peut pas �etre bris�e� une

des m�ethodes de partitionnement peut �etre essay�ee� et dans le cas des boucles

imbriqu�ees la m�ethode hyperplane peut �eventuellement �etre utilis�ee�

Les m�ethodes de parall�elisation bas�ees sur le r�eordonnancement lin�eaire per�

mettent g�en�eralement l�obtention d�un fort degr�e de parall�elisme� Cependant� leur

calcul conduit �a un probl�eme de programmation lin�eaire en nombres entiers et

leur complexit�e th�eorique est exponentielle�
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��� Conclusion

La plupart des parall�eliseurs se concentrent sur les techniques d�optimisation

et de reconstruction du programme� Ils d�etectent le parall�elisme potentiel et le

traduisent �a l�aide de primitives dans le programme� Pour utiliser au mieux le pa�

rall�elisme d�etect�e� le programme parall�ele doit tenir compte des caract�eristiques

des machines cibles� Des probl�emes de gestion m�emoire pour les multiprocesseurs

�a m�emoire hi�erarchis�ee �Anco���� de r�eordonnancement des boucles et d�alloca�

tion des processeurs �SMC��� �TaFa���� de synchronisation et de communication

interviennent �Li��� aussi� Le d�etail des �etudes �Poly��� dont ils ont fait l�objet

d�epasse le cadre de cette th�ese�

L��etude de la vectorisation et la parall�elisation automatique a d�ebut�ee vers

����� De nombreux compilateurs�vectoriseurs commerciaux existent maintenant

pour les machines vectorielles� Des r�esultats statistiques indiquent que� pour la

plupart� ils vectorisent automatiquement ��( des boucles vectorisables �LCD����

Certains syst�emes de parall�elisation automatique sont aussi commercialis�es comme �

fpp �Cray���� Forge �Forg���� KAP �Kuck��� et VAST �EiBl���� Cependant� leur

taux de parall�elisation automatique n�est pas le m�eme� Les statistiques indiquent

que les techniques d�analyse des programmes et de transformations actuelles ne

sont pas encore su
samment avanc�ees pour l�obtention de bonne performance

�ChPa��� �EiBl��� �PePa��a�� De nombreuses recherches dans ce domaine doivent

donc encore �etre e	ectu�ees� Elles sont entreprises par de grandes universit�es et

centres de recherches � PARAFRASE�� �a University of Illinois �PoGi���" PA�

RASCOPE� PTOOL �a Rice University �KMT���" PTRAN �a IBM Research

Center �ABCC���" SUIF �a Stanford University �TWLPH���" TINY �a Oregon

Graduate Institute �Wolf��b�" PAF �a l�universit�e de Paris � �TDF���" PIPS �a

l�Ecole des mines �IJT����

Rappelons que la parall�elisation d�ebute g�en�eralement par le calcul du graphe

des d�ependances� De nombreux algorithmes ont �et�e propos�es pour les calculer� Les

transformations de programme� pouvant modi�er la s�emantique du programme�

imposent des abstractions des d�ependances sp�eci�ques� Plusieurs ont aussi �et�e

propos�ees � profondeur� ddv� dc� distance� Quelles sont les di	�erences entre les
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di	�erents algorithmes de calcul des d�ependances# Quel est le comportement dans

la pratique d�un algorithme approximatif dont la complexit�e th�eorique est expo�

nentielle �Fourrier�Motzkin�# Quels sont les liens entre les transformations et les

abstractions des d�ependances# Ce sont ces questions auxquelles nous avons tent�e

de r�epondre dans cette th�ese�

�
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Chapitre �

Test de d�ependance

Le test de d�ependance est une des phases les plus importantes pour la d�e�

tection et l�exploitation du parall�elisme implicite des programmes� Sa pr�ecision

et son e
cacit�e conditionnent directement le succ�es de la phase de parall�elisa�

tion� Le probl�eme principal du test de d�ependance est de tester si deux instruc�

tions r�ef�erencent un m�eme emplacement m�emoire� C�est un probl�eme ind�ecidable

dans le cas g�en�eral �a la compilation� Une r�ef�erence indirecte �a un tableau du

type A�B�I�� fait partie des exemples o�u l�on ne connait pas �a la compilation

l�ensemble des �el�ements qui seront acc�ed�es lors de l�ex�ecution� Il peut conduire

aussi �a la r�esolution de syst�emes tr�es complexes tel que � rechercher si l��equation

an � bn& cn �Mayd��� admet une solution� Les algorithmes permettant de traiter

des syst�emes particuliers �etant relativement co�uteux� cette classe de probl�emes ne

rentre pas dans l�ensemble de cas trait�es par les tests de d�ependances classiques

�a savoir les cas lin�eaires� Sous l�hypoth�ese que toutes les fonctions d�acc�es aux

�el�ements des tableaux ainsi que les bornes de boucles sont lin�eaires� le test de d�e�

pendance a pour but de rechercher une solution enti�ere au probl�eme exprim�e sous

la forme d�un syst�eme lin�eaire et de caract�eriser de manni�ere �nie ces solutions�

De nombreux algorithmes� exacts ou approximatifs� de complexit�e polyn�omiale

ou exponentielle� ont �et�e propos�es dans la litt�erature� Nous pr�esentons ces dif�

f�erents algorithmes ainsi que les compromis pr	ecision�complexit	e e	ectu�es par

les di	�erents vectoriseurs�parall�eliseurs� Nous verrons l�importance d�une �etude

exp�erimentale pour �evaluer la complexit�e pratique et pour optimiser la pr�ecision

d�un algorithme�



Dans ce chapitre� nous d�etaillons successivement � le concept de d�ependance�

le probl�eme du test de d�ependance et les di	�erentes m�ethodes de l�analyse des

d�ependances� Nous pr�esentons� dans la section �� le syst�eme d�analyse des d�e�

pendances du parall�eliseur PIPS qui a �et�e d�evelopp�e au CRI �a l�Ecole des Mines

de Paris �a Fontainebleau depuis ���� �IJT��� et que nous avons am�elior�e et ins�

trument�e� Nous pr�esentons en�n� dans la section ���� les r�esultats de l��evaluation

de performance de ce test avant de conclure�

Les di	�erentes abstractions des d�ependances caract�erisant les ensembles d�it�e�

rations d	ependantes sont pr�esent�ees dans le chapitre ��

��� D�ependance

La s�emantique d�un programme �ecrit en language imp�eratif� comme Fortran

ou C� d�e�nit un ordre d�ex�ecution s�equentiel des instructions du programme�

Cependant� g�en�eralement� plusieurs ordres di	�erents d�ex�ecution des instructions

peuvent aboutir �a l�obtention d�un m�eme r�esultat� Par exemple� l�ordre des deux

instructions A�B)C et D�E&F peut �etre �echang�e sans a	ecter le r�esultat du

programme �� Deux instructions peuvent �etre ex�ecut�ees en parall�ele si ces deux

instructions n�acc�edent pas le m�eme emplacement m�emoire �� Dans ce cas� on dit

que les deux instructions sont ind	ependantes� sinon on dit qu�il existe une relation

de d	ependance entre ces deux instructions� Toutes les relations de d�ependance

existant dans un programme sp�eci�ent les contraintes sur l�ordre d�ex�ecution des

instructions qui permettent de conserver la s�emantique du programme�

Dans cette section� nous pr�esentons le concept de d�ependance et en donnons

une d�e�nition� tout particuli�erement pour le cas des nids de boucles �car elles

contiennent l�essentiel du parall�elisme implicite�� Ensuite nous d�etaillons le pro�

bl�eme du test de d�ependance et en donnons une formulation math�ematique�

�� en l�absence d�aliasing
�� nous n��etudions que les d�ependances de donn�ees dans cette th�ese

��



����� Concept de d�ependance de donn�ee

Nous d�ecrivons� dans cette section� les trois types de d�ependance d�e�nis �a

l�origine par Kuck �Kuck����

On dit que l�instruction T d�epend de l�instruction S �not�ee S	T � s�il existe

une instance t de T� une instance s de S et un emplacement m�emoire M tel que �

 s et t r�ef�erencent M et l�une au moins de ces deux instances le modi�e"

 selon l�ordre d�ex�ecution s�equentiel s est ex�ecut�ee avant t�

Nous distinguons trois types de d�ependance� conditionnant l�ex�ecution parall�ele

d�un programme�

La d�ependance de S vers T est

 une �ow�dependence si s modi�e M et t lit M � Elle est not�ee S	fT "

 une anti�dependence si s lit M et t modi�e M� Elle est not�ee S	aT "

 une output�dependence si s et t modi�ent toutes deux M� Elle est not�ee

S	oT �

Un quatri�eme type de d�ependance� appel�e input�dependence� correspondant �a

la lecture de M par s et t est utilis�e pour l�optimisation de l�allocation des donn�ees

en m�emoire�

Nous consid�erons maintenant le cas des nids de boucles DO� Le sch�ema g�en�eral

d�un nid de boucles est repr�esent�e en �gure ���� Il illustre le mod�ele suivant �sous

les hypoth�eses de lin�earit�e des fonctions� �

 les boucles i�� ���ie�ie�� ��� im englobent une instruction S �not�ee S�I� Is���

les boucles i� ���ie� im�� ���in englobent l�instruction T �not�ee T �I� It���

 S� T acc�edent au m�eme tableau A�

 le tableau A est d�eclar�e � A�L��U�� L��U�� ���� Ld�Ud��

 f�� ��� � fd� g�� ��� � gd sont les fonctions d�indices du tableau qui sont des

fonctions lin�eaires de variables scalaires enti�eres�

��



do i� � l� � u�
do i� � l� �i�� � u� �i��
�
�
�
do ie � le �i�� ���� ie��� � ue �i�� ���� ie���

do ie�� � le�� �i�� ���� ie� � ue�� �i�� ���� ie�
�
�
�
do im � lm �i�� ���� im��� � um �i�� ���� im���

S �i�� ���� ie� ie��� ���� im� � A �f� �i�� ���� im�� f� ������ ���� fd ������ � ���
enddo fe& �� ����mg
�
�
�
do im�� � lm�� �i�� ���� ie� � um�� �i�� ���� ie�
�
�
�
do in � ln �i�� ���� ie� im��� ���� in��� � un �i�� ���� ie� im��� ���� in���
T �i�� ���� ie� im��� ���� in� � ��� � A �g� �i�� ���� ie� im��� ���� in�� g� ������ ���� gd ������
enddo fm& �� ���� ng

enddo f�� ���� eg

Fig� ��� � Sch	ema d
un nid de boucles

 l�� u�� ���� ln� un sont les bornes inf�erieures et sup�erieures des boucles� Elles

sont aussi des fonctions lin�eaires�

Une d�ependance entre deux instructions d�un nid de boucles imbriqu�ees est

repr�esent�ee en �gure ���� Elle est d�e�nie de la mani�ere suivante �

D�enition ��� L
instruction T d�epend de l
instruction S �not	ee S	T � s
il existe

une instance S��i� �is� de S� une instance T ��i�� �it� de T� et un emplacement m	emoire

M � A�c�� ���� cd� tel que �

�� S��i� �is� et T ��i�� �it� acc	edent au m�eme emplacement m	emoire M�

��



�� les deux it	erations ��i� �is�� ��i�� �it� appartiennent au domaine d
it	erations des

boucles�

�� selon l
ordre d
ex	ecution s	equentiel� S��i� �is� est ex	ecut	ee avant T ��i�� �it��

����� Probl�eme de d�ependance

Nous pr�esentons� dans cette section� une formulation des d�ependances inspir�ee

de celle de M� Wolfe �Wolf��� et de celle de H� Zima �ZiCh����

Il ne peut y avoir une d�ependance entre deux instructions que si ces deux ins�

tructions r�ef�erencent la m�eme variable� Si le test de d�ependance sur les variables

scalaires est

relativement simple� il n�en est pas de m�eme pour les r�ef�erences aux �el�ements

d�un tableau� Nous nous concentrons donc� dans cette section� sur l��etude du test

de d�ependance entre instructions r�ef�eren!cant des �el�ements d�un tableau au sein

d�un nid de boucles�

Pour tester l�existence d�une d�ependance de S vers T � il faut calculer l�in�

tersection de l�ensemble des �el�ements r�ef�erenc�es par S avec celui des �el�ements

acc�ed�es par T �

La formulation math�ematique du test de d�ependance� d�apr�es la d�e�nition

���� correspond �a la v�eri�cation de l�existence d�une solution enti�ere d�un syst�eme

diophantien �i�e� syst�eme lin�eaire en nombres entiers�� Le syst�eme est constitu�e

de trois parties ��gure �����

�� un ensemble d��equations ����� d�eduites de la condition � de la d�e�nition

���"

�� un ensemble d�in�egalit�es ����� d�eduites de la condition � de la d�e�nition

���"

�� un ensemble des contraintes ����� d�eduites de la condition � de la d�e�nition

����

�



fk ��i� �is� � gk ��i�� �it� �� � k � d� �����

�����
����

lk � ik � uk �� � k � e�
lk � i�k � uk �� � k � e�
lsk � isk � usk �e& � � sk � m�
ltk � itk � utk �m& � � tk � n�

�����

���
��

c �� � c � e� �
ik � i�k �� � k � c�
ik�� � i�k�� si k & � � e

�����

Fig� ��� � Les composantes du syst�eme de d	ependances

Lorsqu�il existe une solution enti�ere au syst�eme repr�esent�e par la �gure ����

une d�ependance existe� Dans la section suivante� nous pr�esentons les principales

m�ethodes permettant de r�esoudre ce syst�eme de d�ependance exactement ou ap�

proximativement�

��� Analyse de d�ependance

Rappelons que le probl�eme du test de d�ependance est un probl�eme de d�eci�

sion� Il consiste �a v�eri�er l�existence d�une solution enti�ere �a un syst�eme� Sous les

hypoth�eses de lin�earit�e d�ecrites pr�ec�edemment � c�est un probl�eme de program�

mation lin�eaire en nombres entiers �not�ee PE�� Cependant ce type de probl�eme

est NP�complet �Schr���� Il existe des algorithmes approximant l�existence d�une

solution enti�ere par celle d�une solution r�eelle� Ces algorithmes peuvent se tra�

duire en g�en�eral sous la forme d�un probl�eme de programmation lin�eaire �not�ee

PL� polyn�omial� Toutefois� les algorithmes de PE et PL tels que � la m�ethode du

simplexe �Schr��� ou la m�ethode des coupes de Gomory �Gree��� ne sont pas tr�es

appropri�es pour traiter le probl�eme du test des d�ependances car ils apportent

une solution exacte au probl�eme alors que l�existence �ou l�inexistence� d�une so�

lution est su
sante� Di	�erentes m�ethodes sp�eci�ques �a l�analyse de d�ependance�

donnant des solutions exactes ou approch�ees� ont donc �et�e �etudi�es�

��



Bien que plusieurs tests exacts aient �et�e propos�es � PIP �Feau���� FAS�T

�BePT��� et Omega �Pugh���� de nombreux vectoriseurs�parall�eliseurs utilisent

un test de d�ependance simpli��e� soluble par des m�ethodes simples et e
caces

bien que moins pr�ecises� Ces m�ethodes sont bas�ees sur la th�eorie des �equations

diophantiennes �Bane���� l��evaluation des valeurs minimales et maximales des

bornes d�une fonction lin�eaire �Bane��� ou encore la faisabilit�e de syst�eme lin�eaire

�Kuhn��� �TIF����

En g�en�eral� le syst�eme de d�ependance est compos�e d�un ensemble d��equations�

et d�un ensemble d�in�equations d�eduit des bornes des boucles� A�n d�obtenir une

approximation� plusieurs possibilit�es nous sont o	ertes� on peut chercher soit ���

des solutions enti�eres au syst�eme d��equations sans tenir compte des in�equations�

��� des solutions r�eelles au syst�eme avec les in�equations� ��� des solutions dimen�

sion par dimension� �� des solutions �a l��equation de lin�earisation �la combinaison

des �equations�� Ces m�ethodes approximatives agrandissent l�ensemble des solu�

tions exactes� elles sont toujours conservatives� C�est l�existence d�une solution

dans l�ensemble approxim�e qui conduit �a d�eclarer qu�il y a d�ependance�

Avant d�introduire les di	�erentes mani�eres d�approximer l�ensemble des solu�

tions� nous introduisons quelques notations �

Notations �

 Sint �P� � l�ensemble des solutions enti�eres du syst�eme P "

 Sreel �P� � l�ensemble des solutions r�eelles du syst�eme P "

 DS � le syst�eme de d�ependance complet donn�e par la �gure ���"

 DSi � le sous syst�eme de d�ependance pour le i�i�eme indice du tableau�

DS � �di��DSi"

 Eq � l�ensemble des �equations du syst�eme DS ������ dans la Fig ����"

 Eqi � l��equation traduisant un con�it m�emoire pour le i�i�eme indice du

tableau� Eq � �di��Eqi�

��



����� Analyse indice par indice

Etant donn�e la simplicit�e du test de d�ependance mono�dimensionnel� une des

approximations possibles pour �etudier une d�ependance multi�dimensionnelle est

la v�eri�cation de l�existence de d�ependance indice par indice� Ceci n�est qu�une

approximation car l�ensemble des solutions enti�eres du syst�emeDS est �egal �a l�in�

tersection des solutions enti�eres des syst�emes DSi �Sint�DS� � �di��Sint �DSi��

et que l�ensemble des solutions enti�eres du syst�eme DSi est inclus dans ce�

lui des solutions enti�eres du syst�eme d��equation Eqi� nous avons la relation

Sint�DS�  Sint �Eqi�� Comme l�ensemble des solutions enti�eres du syst�eme

DSi est contenu dans celui des solutions r�eelles� nous avons la seconde relation

Sint�DS�  Sreel�DSi��

Au cours d�une analyse indice par indice� le syst�eme est d�eclar�e sans solution

�pas de d�ependance� aussit�ot que le test de faisabilit�e en r�eels sur une dimension

est n�egatif �i�e� Sint�DSi� ou Sint �Eqi� ou Sreel�DSi� � ��� puisque cela prouve

que Sint�DS� est vide�

Nous pr�esentons maintenant trois tests mono�dimensionels�

Test du Greatest Common Divisor �GCD� �Bane��� �

Le test du GCD permet de savoir si une �equation lin�eaire diophantienne

sous la forme ���� admet une solution enti�ere� Il est utilis�e pour calculer

Sint �Eqi��

a�x� & a�x� & ���& anxn � c ����

L��equation ����� admet une solution enti�ere si et seulement si

gcd�a�� a�� ���� an� divise c� C�est un test simple mais pas tr�es s�electif� parce

que dans la plupart des cas le gcd�a�� a�� ���� an� vaut �� Il ne permet pas�

non plus� de conclure �a l�inexistence de solution �pas de d�ependance� si

l��equation ���� admet des solutions enti�eres qui sont toutes en dehors des

bornes du domaine�

Le co�ut de ce test �etant relativement faible �complexit�e polyn�omiale�� il est

utilis�e par la plupart des tests de d�ependance des parall�eliseurs�

Test de Banerjee �Bane��� �Bane��� �

��



Le test de Banerjee permet de savoir si une �equation lin�eaire born�ee ad�

met une solution r	eelle dans le domaine ����� o�u li� ui�� � i � n� sont

constantes� Il est utilis�e pour calculer Sreel�DSi��

��������
�������

a�x� & a�x� & ���& anxn � c
l� � x� � u�
l� � x� � u� �����
���
ln � xn � un

Ce test est bas�e sur le theor�eme des valeurs interm�ediaires �

Soit F �X� � a�x� & a�x� & ��� & anxn" et min�F �X��� max�F �X�� les

minimum et maximum de la fonction F �X� en fonction des bornes de

x�� ���� xn� Le syst�eme ����� admet une solution r�eelle si et seule�

ment si min�F �X�� � c � max�F �X���

Le test de Banerjee conduira �a la d�etection d�une fausse d�ependance lorsque

le syst�eme admettra au moins une solution r�eelle mais pas de solution en�

ti�ere�

Ce test a �et�e �etendu pour pouvoir �etre appliqu�e dans les cas ��� o�u les bornes

des boucles sont des fonctions lin�eaires des indices de boucles externes �le

test de Banerjee trap	ezoidal� �Bane��� ��� et o�u les boucles sont normalis�ees

avec une borne inf�erieure �a � et une borne sup�erieure symbolique �PePa����

Le test de d�ependance du parall�eliseur PARAFRASE d�evelopp�e �a l�uni�

versit�e de l�Illinois est bas�e principalement sur ce test�

I test �KKP��� �PKK��� �

Le I test est une combinaison des tests du GCD et de Banerjee� c�est aussi

un test approximatif� Il recherche l�existence d�une solution enti�ere� en uti�

lisant le test du GCD� et prend en compte les bornes des variables comme

Banerjee� Il est donc utilis�e pour calculer Sint�DSi��

Un nouveau concept Intervalle d�equations ����� a �et�e introduit dans

�KKP���

a�x� & a�x� & ���& anxn � �L�U � �����

��



pour r�epresenter un ensemble d��equations a�x�&a�x�& ���&anxn � y �L �

y � U�� Un intervalle d��equations est soluble dans le domaine

�l�� u�" l�� u�" ���" ln� un� si au moins une �equation est soluble dans ce domaine�

Le I test est bas�e essentiellement sur deux th�eor�emes�

�� Elimination des variables de l�intervalle d��equations par la m�ethode de

Banerjee� donnant les bornes d�une fonction lin�eaire �Bane��� �

l�intervalle d��equations ����� est soluble dans le domaine �l�� u�" l�� u�" ���" ln� un�

�o�u les bornes sont constantes� si et seulement si

a�x�&a�x�&���&an��xn�� � �L�a�nun&a
�
n ln� U�a

�
n ln&a

�
nun� �����

est soluble dans le domaine �l�� u�" l�� u�" ���" ln��� un��� ��

�� Test du GCD pour l�intervalle d��equations �

Soit d � gcd�a�� a�� ���� an��� an�� l�intervalle d��equations ����� admet

une solution enti�ere si et seulement si L � ddL�de � U �

Le I test �elimine sucessivement chacune des variables du syst�eme et applique

ce test du GCD modi��e pour chacune des �equations obtenues jusqu��a ce

qu�une r�eponse n�egative soit obtenue �ce qui atteste de l�ind�ependance� ou

que toutes les variables soient �elimin�ees �ce qui atteste d�une d�ependance��

����� Lin�earisation

La combinaison lin�eaire d�un ensemble d��equations ����� permet l�obtention

d�une nouvelle �equation �

dX
i��

fi �Is�
dY

j�i��

Nj �
dX

i��

gi �It�
dY

j�i��

Nj �����

Le test de d�ependance bas�e sur la r�esolution de cette nouvelle �equation de

lin�earisation a �et�e introduit dans �BuCy��� �GiPo����

��

a� �

�
a� si a � �
�� sinon

a� �

�
�a� si a � �
�� sinon

��



Toute solution de l�ensemble d��equations ����� est aussi solution de l��equation

de lin�earisation ������ Par contre� l��equation ����� admet des solutions enti�eres

qui ne sont pas solutions de l�ensemble des �equations de ������ Prenons� pour

exemple� un tableau A�� � ��� � � ��� et deux r�ef�erences au tableau A�i�� j�� et

A�i�� j��� L��equation de lin�earisation i� � i� � �� � �j� � j�� conduit �a plusieurs

solutions dont i� � ��� i� � �� j� � �� j� � �� qui n�est pas solution de l�ensemble

d��equations fi� � i�� j� � j�g�

Le syst�eme de d�ependance obtenu en remplacant ����� par ����� est not�e DSL�

Nous avons les relations suivantes �

Sint�DS�  Sint�DSL� et Sint�DS�  Sreel�DS�  Sreel�DSL��

L�objective de la lin�earisation est de transformer un probl�eme de r�esolution d�un

ensemble d��equations en un probl�eme de la r�esolution d�une seule �equation� Les

tests mono�dimensionnels pr�esent�es ci�dessus peuvent �etre utilis�es pour d�etecter

la pr�esence d�une solution au syst�eme lin�earis�e DSL� Cette m�ethode de la lin�ea�

risation a �et�e utilis�ee dans le parall�eliseur PTRAN d�evelopp�e au centre Watson

d�IBM �ABCC����

����
 Solutions enti�eres sans contraintes

Ce type de m�ethode vise �a chercher les solutions enti�eres qui satisfont un

ensemble d��equations ����� tout en ignorant les bornes du domaine d�it�erations

�Sint �Eq��� Puisque l�ensembled��equations Eq est un sous�ensemble des contraintes

du syst�eme DS� l�ensemble des solutions enti�eres du syst�eme DS est inclus dans

celui des solutions enti�eres du syst�eme d��equations Eq� nous avons la relation

Sint�DS�  Sint�Eq�� Nous pr�esentons maintenant deux exemples de ce type de

test � le test GCD g�en�eralis�e de Banerjee et le * test�

GCD g�en�eralis�e de Banerjee �Bane��� �

Le test du GCD g�en�eralis�e est une extension du test du GCD pour un

syst�eme d��equations� Soit AX � C l�ensemble des �equations ����� �Fig����

sous forme matricielle" avec X � �x�� x�� ���� xn�� C � �c�� c�� ���� cd�� et A

une matrice enti�ere de dimension n � d� En appliquant un ensemble de

transformations �el�ementaires �a A� il est toujours possible de trouver la ma�

��



trice triangulaire H de Hermite associ�ee �a A v�eri�ant AU � H o�u U est une

matrice unimodulaire �n � n� �Schr���� le syst�eme AX � C admet une

solution enti�ere X si et seulement s�il existe une solution enti�ere

T � �t�� t�� ���� tn� au syst�eme d��equations HT � C �Bane���� La matrice

H �etant triangulaire� ce syst�eme est plus facile �a r�esoudre que le syst�eme

d��equations initial �la phase de remont�ee de l��elimination de Gauss peut

�etre par exemple utilis�ee�� Si ce syst�eme n�admet aucune solution� il y a pas

de solution enti�ere pour AX � C �i�e� Sint �Eq� � ��� ce qui atteste qu�il

n�y a pas de d�ependance" sinon� la solution enti�ere X s�exprime X � UT �

Le test du GCD g�en�eralis�e a �et�e adopt�e par de nombreux prototypes tels

que � PARAFRASE�� �PePa���� SUIF �MHL���� TINY �WoTs����

Le * test �GKT��� �

Le * test est un test multi�dimensionnel utilis�e par les deux parall�eliseurs

de Rice � PFC et ParaScope� Le test de d�ependance� qu�ils utilisent� par�

titionne les indices du tableau r�ef�erenc�es en deux cat�egories �

 ceux dont les variables ne �gurent dans aucun autre indice �le premier

indice du tableau pour les r�ef�erences A�i� k� k & �� et A�j� k� k & �� en

est un exemple�

 des autres cas �indice r�ef�eren!cant au moins une variable pr�esente au

sein de plusieurs indices� comme les indices � et � de l�exemple pr�ec�e�

dent��

Ces indices sont ensuite class�es selon trois types �fonction du nombre de

variables qu�ils contiennent� � ZIV �Zero Index Variable�� SIV �Single Index

Variable�� MIV �Multiple Index Variable�� Pour les indices �libres�� le test

exact et le test de Banerjee sont utilis�es" le * test est appliqu�e dans les

autres cas�

Le * test ajoute aux �equations les variables de distance de d�ependance et

les contraintes sur les variables de distance correspondantes dans le syst�eme

de d�ependance �d� � i� � i et d� � j� � j� par exemple� dans le cas de

��



deux boucles imbriqu�ees�� Ensuite� il e	ectue r�ecursivement les trois phases

suivantes �

�� tests exacts pour les indices de types ZIV ou SIV"

�� intersection des �equations portant sur les m�eme variables a�n de cher�

cher les contradictions ou d��eliminer les contraintes r�edondantes"

�� propagation des valeurs des variables de distance connues dans le sys�

t�eme de contraintes� Par exemple� l��equation d� � � peut �etre propa�

gag�ee dans le syst�eme d� & d� � �� on obtient la nouvelle contrainte

d� � ���

Le * test est plus puissant que le test du GCD car il permet parfois de

conclure �a l�inexistence d�une solution �ind�ependance� au syst�eme �r�eponse

du test du GCD sur la contrainte g�en�er�ee� tandis que le test du GCD sur

chacune des �equations ne permet pas de conclure� Le * test est moins pr�ecis

que le GCD g�en�eralis�e ou que d�autres algorithmes proc�edant �a l��elimination

exacte des �equations �ex� l�Omega test�� parce qu�il n�est pas toujours pos�

sible de r�esoudre un syst�eme d��equations par propagations des contraintes�

Si le * test ne permet pas de conclure �a l�inexistence de solution pour le

syst�eme d��equations� cela ne garantit donc pas l�existence d�une solution

enti�ere pour autant�

����� Solutions r�eelles avec contraintes

Ce type de m�ethode teste l�existence de solution r�eelle v�eri�ant tout le syst�eme

de contraintes� L�ensemble des solutions donne une approximation de l�ensemble

des solutions enti�eres recherch�ees�

Lorsqu�on relaxe la condition de solution enti�ere� le probl�eme de programma�

tion en nombres entiers n�est plus qu�un probl�eme de programmation lin�eaire�

Les algorithmes traditionnels de programmation lin�eaire tels que � la m	ethode du

simplexe �Schr��� et la m	ethode de loop residue �Shos��� permettent de r�esoudre

ce type de probl�eme� Cependant� ces algorithmes ne conviennent pas tr�es bien au

probl�eme du test de d�ependance car il apporte une solution exacte au probl�eme
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alors que l�existence �ou l�inexistence� d�une solution est su
sante� Nous pr�esen�

tons donc maintenant des algorithmes moins complexes qui sont plus appropri�es

au test de d�ependance�

Elimination d�une variable par l�algorithme de Fourier�Motzkin �

Initialement l�algorithme de Fourier�Motzkin permettait de rechercher une

solution r�eelle �a un syst�eme d�in�egalit�es �DaEa��� �Du	��� Il a �et�e �etendu

pour tester la faisabilit�e d�un syst�eme de d�ependance contenant des �equa�

tions �Kuhn��� �TIF����

Soit un syst�eme lin�eaire d�in�egalit�es sous la forme �����

nX
j��

aijxj � bi� i � ��� ����m� �����

La m�ethode de Fourier�Motzkin proc�ede par �eliminations successives des

variables du syst�eme par combinaisons lin�eaires de paire d�in�egalit�es� Nous

d�etaillons maintenant ce processus ��elimination de la variable x�� �

�� le syst�eme ����� est d�ecoup�e en trois parties selon le signe des coe
�

cients de x��

Pos �

�������������
������������

a�x� � D��+x�
�
�
�
apx� � Dp�+x�

��i � ���p� ai � ��

Neg �

�������������
������������

a
�

�x� � E��+x�
�
�
�

a
�

qx� � Eq�+x�

��i � ���q� a
�

i � ��

Zero �

��������
�������

� � F��+x�
�
�
�
� � Fr�+x�

o�u +x � �x�� ���� xm�
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�� la variable x� est �elimin�ee par combinaisons de paire d�in�equations de

Pos et Neg� Le nouveau syst�eme obtenu est le suivant �

���
��
a
�

jDi�+x� � aiEj�+x�� i � ��� ���� p�� j � ��� ���� q�

� � Fk�+x�� k � ��� ���� r�

Si au cours du processus d��elimination des variables �� une contrainte infai�

sable est d�etect�ee �ex� � � �b� b�N�� le syst�eme est d�eclar�e non faisable �� le

syst�eme des contraintes est vide � le syst�eme est d�eclar�e faisable �DaEa����

Th�eoriquement� cet algorithme est de complexit�e exponentielle� Cependant�

d�apr�es nos exp�eriences �voir ����� dans la pratique� il reste de complexit�e

polyn�omiale�

Ce test est utilis�e par de nombreux prototypes de parall�elisation automa�

tique tels que� SUIF �MHL���� TINY �WoTs���� PIPS �IJT���� Le test de

PIPS est renforc	e par une heuristique permettant de tronquer les in�egalit�es

par le PGCD des coe
cients� C�est une heuristique parce que le r�esultat

d�epend de l�ordre des �eliminations des variables�

Le 
�test �LYZ��� �Grun��� �

Le 
�test est une version multi�dimensionnelle du test de Banerjee� Il per�

met de tester l�existence d�une solution r�eelle commune �a un ensemble

d��equations lin�eaires ������ dans un domaine ������ d�e�ni num�eriquement

�li� ui �� � i � n� sont constantes�� Il permet donc de calculer Sreel�DS��

�����
����
a��x� & a��x� & ���& a�nxn & c� � � �f��
a��x� & a��x� & ���& a�nxn & c� � � �f�� ������
������
am�x� & am�x� & ���& amnxn & cm � � �fm�

�����
����

l� � x� � u�
l� � x� � u� ������
���
ln � xn � un

L�id�ee principale est que toute solution S de ������ est aussi solution de

l�ensemble des combinaisons lin�eaires des �equations �������

�




�f� & 
�f� & ���& 
mfm � � �f� ������

Pour garantir que S est inclus dans le poly�edre V d�e�ni par ������� il faut

que toutes les solutions de ������ intersectent V � Autrement dit� ������

admet une solution r�eelle dans V si et seulement s�il n�existe pas d�hyperplan

f de ������� tel que l�intersection de f avec V soit vide�

Ce test a �et�e impl�ement�e dans PARAFRASE� D�apr�es �LYZ���� le 
�test

a la m�eme pr�ecision que la m�ethode de Fourier�Motzkin mais est de com�

plexit�e inf�erieure� Pour e	ectuer une comparaison plus pr�ecise� une �eva�

luation de leurs complexit�es moyennes dans la pratique serait n�ecessaire�

D�apr�es nos exp�eriences� la complexit�e r�eelle de l�algorithme de Fourier�

Motzkin dans le cadre d�un test de d�ependance� reste en moyenne polyn�o�

miale �voir la section �����

Le test de Fourier�Motzkin traite des cas plus g�en�eraux et permet de proje�

ter le syst�eme de d�ependance sur le sous�espace D des variables de distance

de d�ependance� Les di	�erentes approximations des d�ependances r�esumant

D peuvent �etre calcul�ees �a partir ce syst�eme� qui est beaucoup plus petit

que le syst�eme initial �voir l�algorithme ������� dans la suite de ce chapitre

et le calcul du c�one de d�ependance dans le chapitre ���

����� Tests exacts

Les tests exacts testent l�existence de solution enti�ere pour le syst�eme de

contraintes complet repr�esent�e en ��� �Sint �DS���

Ce type de probl�eme de Programmation Lin�eaire en Nombres Entiers peut �etre

r�esolu en utilisant les algorithmes classiques tels que � la m�ethode des coupes de

Gomory �Gree��� ou une extension de l�algorithme de Fourier�Motzkin �Will����

Nous pr�esentons dans cette section des algorithmes exacts utilis�es tout particu�

li�erement pour le test de d�ependance�

PIP �Parametric Integer Programming� �Feau��� �

L�algorithme PIP est un algorithme de PE tout particuli�erement int�e�

��



ressant pour r�esoudre le probl�eme du test de d�ependance� C�est une une

extension de la m�ethode des coupes de Gomory� Il calcule la solution en�

ti�ere lexicographique minimale du syst�eme en fonction de param�etres sym�

boliques� L�utilisation de cet algorithme permet de calculer� pour chaque

r�ef�erence au tableau en lecture� la r�ef�erence au tableau en �ecriture qui a

produit la valeur de la variable� Le r�esultat se traduit sous la forme d�un

ensemble d��egalit�es conditionn�ees par des pr�edicats �Feau��� �Feau���� Cet

algorithme est utilis�e par le parall�eliseur PAF dans le calcul du data��ow

graph qui est une version plus pr�ecise du graphe de d�ependance�

Extension du GCD g�en�eralis�e �Bane��� �

L�id�ee essentielle de cette m�ethode est d�exprimer la solution enti�ere des

variables apparaissant au sein des �equations du syst�eme en fonction de

param�etres entiers� puis de substituer ces variables dans l�ensemble des

in�egalit�es par leur expressions param�etr�ees� avant de chercher les valeurs

possibles de tous ces param�etres�

Rappelons que l�ensemble des �equationsAX � C admet une solution enti�ere

si et seulement s�il existe un vecteur T tel que � HT � C� o�u H est la

forme de Hermite �Schr��� associ�ee �a A et AU � H� La solution s�exprime

X � UT �

Supposons que le rang de la matrice A est r� Il est possible de calculer

les solutions num�eriques pour r variables de T � La solution g�en�erale de X

aura n� r param�etres libres� Si r � n� il existe une solution exacte unique

X � UT � Sinon� apr�es �elimination de toutes les �equations� le probl�eme se

traduit sous la forme d�un syst�eme en nombres entiers d�in�egalit�es ayant

n� r variables � Lorsque ce syst�eme d�in�egalit�es est soluble exactement� le

syst�eme initial est aussi soluble exactement� Dans certains cas particuliers

tels que �

 r � n� ��

 il ne reste qu�une variable par contrainte�

 tous les coe
cients de toutes les variables sont �egaux �a � en valeur

��



absolue�

le syst�eme d�in�egalit�es peut �etre r�esolu exactement en nombres entiers par

des algorithmes classiques de r�esolution de syst�emes lin�eaires rationnels�

Le parall�eliseur SUIF utilise cette m�ethode �MHL���� Il transforme un

syst�eme d��egalit�es et d�in�egalit�es en un syst�eme d�in�egalit�es en utilisant

l�extension du GCD g�en�eralis�e� Il utilise� ensuite� une s�erie de tests exacts

sous certaines conditions� pour r�esoudre le syst�eme d�in�egalit�es�

L�Omega test �Pugh��� �

L�Omega test est un test exact bas�e sur l�algorithme d��elimination d�une

variable de Fourier�Motzkin �Will���� L�originalit�e de ce test porte sur sa

technique de r�esolution en entiers du syst�eme d�in�egalit�es�

Supposons que l�on cherche �a r�esoudre le syst�eme d�in�egalit�esP �v�� v�� ���� vn��

Apr�es �elimination d�une variable vk par l�algorithme de Fourier�Motzkin� le

probl�eme est celui de la r�esolution en nombres entiers du syst�eme

P ��v�� ���vk��� vk��� ���� vn�� P � est une condition n	ecessaire de P � c�est �a dire P

n
a pas de solution enti�ere si P
 ne poss�ede pas de solution enti�ere �DaEa����

L�Omega test utilise une version r�evis�ee de l�algorithme d��elimination d�une

variable � la variable est �elimin�ee du syst�eme P de mani�ere �a obtenir un sys�

t�eme su�sant P ���v�� ���vk��� vk��� ���� vn� tel que l�existence d�une solution

enti�ere �a P �� garantit l�existence d�une solution enti�ere pour P � Pour traiter

les cas o�u P �� n�admet pas de solution enti�ere alors que P en admet au

moins une� une phase suppl�ementaire est utilis�ee�

Puisque l�Omega test est une extension de l�algorithme de Fourier�Motzkin�

sa complexcit�e th�eorique est aussi exponentielle� Toutefois� pour les cas

pratiques� sa complexcit�e est born�ee par un temps polynomial �Pugh����

Cet algorithme a �et�e impl�ement�e dans les prototypes TINY �Pugh��� et

PARAFRASE �PePa��b��
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���� Exemples de quelques parall�eliseurs

Pour augmenter la pr�ecision de leur test de d�ependance� les parall�eliseurs uti�

lisent g�en�eralement plusieurs algorithmes de recherche de solution au syst�eme

caract�erisant les d�ependances� Ils commencent par des tests simples et peu co�u�

teux pour terminer avec des algorithmes de pr�ecision meilleure� Nous pr�esentons

ici les choix qui ont �et�e e	ectu�es lors de l�impl�ementation des tests de d�ependances

de quelques parall�eliseurs�

 PAF �TDF��� �Parall�eliseur Automatique de Fortran� d�evelopp�e au la�

boratoire MASI utilise l�algorithme PIP �voir la section ������ qui est un

algorithme de r�esolution de syst�emes d��equations et d�in�equations param�e�

triques en nombres entiers �Feau����

 PARAFRASE d�evelopp�e �a l�Universit�e de l�Illinois utilise successivement

le test du GCD� GCD g	en	eralis	e� le test de Banerjee et un test de la pro�

grammation en nombre enti�ere � �PePa����

 ParaScope ou PFC d�evelopp�e �a l�Universit�e de Rice distribue le syst�eme

de d�ependance en plusieurs sous�syst�emes� correspondant aux di	�erentes di�

mensions de la fonction d�acc�es aux �el�ements du tableau et sous la condition

que leurs intersections soient disjointes� Des tests de d�ependance individuels

sont e	ectu�es sur ces sous�syst�emes ind�ependants� Pour les syst�emes o�u un

seul indice du tableau intervient� le test exact et le test de Banerjee sont

utilis�es" le * test �voir la section ������ est appliqu�e sur les autres syst�emes

�GKT����

 PIPS un parall�eliseur d�evelopp�e �a l�Ecole des Mines utilise � une variante

du test du GCD g	en	eralis	e et l
algorithme de Fourier�Motzkin �IJT���� Nous

d�etaillerons cet algorithme dans la section ������

 PTRAN d�evelopp�e au centre de recherche Watson d�IBM utilise le test du

GCD et le test de Banerjee�Wolfe avec l��equation de lin�earisation �ABCC����

	� ce test a �et�e remplac�e par l�Omega test PePa��b�
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 SUIF d�evelopp�e �a Stanford e	ectue d�abord le test GCD g	en	eralis	e� En�

suite� il applique  tests de r�esolution d�un syst�eme d�in�equations� dans

l�ordre � le test de contrainte sur les variables simples� le test acyclique� le

test simple loop residue� l
algorithme de Fourier�Motzkin �MHL����

 TINY un environement de transformations de programme� d�evelopp�e �a

Oregon Graduate Institute� a adopt�e Power test �WoTs��� qui est une com�

binaison de l�algorithme du GCD G�en�eralis�e et de la m�ethode de Fourier�

Motzkin� L�Omega test a �et�e int�egr�e r�ecemment �Pugh����

��� Analyse de l	exactitude

Rappelons que les tests approximatifs sont pessimistes car l�existence d�un

seul �el�ement� m�eme r�eel� dans l�ensemble des solutions conduit �a la possibilit�e

d�existence d�une d�ependance� Une d�ependance d�eduite d�un test approximatif

est cependant r�eelle si l�existence de solution dans l�ensemble approxim�e im�

plique l�existence de solution enti�ere� Analyser les conditions su
santes o�u les

tests approximatifs donnent des r�esultats exacts permet de distinguer les vraies

d�ependances des fausses�

��
�� Conditions su�santes

Les tests approximatifs� permettant de trouver des solutions enti�eres ne tenant

pas compte des in�egalit�es Sint �Eq� ou des solutions r�eelles prenant en consid�e�

ration toutes les contraintes Sreel �DS�� sont ceux les plus souvent utilis�es dans

les parall�eliseurs� Nous d�etaillons dans cette section le type de r�esultat �exact ou

non� auquel ils peuvent conduire�

 Pour une mono��equation du type � a� � i� & a� � i� & ���& an � in � a�

o�u tous les coe
cients non�nuls valent � en valeur absolue et o�u les bornes

des indices ij sont constantes� le test de Banerjee est exact �Bane����

 Pour une mono��equation du type � a� � i� & a� � i� & ���& an � in � a� o�u

un au moins des coe
cients vaut � en valeur absolue et o�u les bornes des
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indices ij sont constantes� �LiYe��� et �KPK��� proposent deux conditions

certi�ant que l�existence de solution r�eelle implique l�existence de solution

enti�ere avec les contraintes�

 Pour un couple d��equations dont les coe
cients non�nuls valent � ou ��

et pour des contraintes constants� il est possible de savoir si ce syst�eme

d��equations admet des solutions enti�eres en combinant deux tests � celui

testant l�existence de solution enti�ere sans contraintes Sint �Eq� et celui

testant l�existence de solution r�eelle avec contraintes Sreel �DS� �LiYe����

Les deux tests du GCD g�en�eralis�e et le 
�test peuvent donc �etre utilis�es

pour l�obtention d�un r�esultat exact�

 Pour les autres cas� �Anco��� propose trois conditions su
santes permettant

de savoir si l��elimination d�une variable par l�algorithme de Fourier�Motzkin

conduit �a un r�esultat exact �projection enti�ere�� Ce sont les trois conditions

suivantes �

Soit

S �

�
�A� � c�� & d� k � �
�A� � c�� � d� k � �

le syst�eme lin�eaire caract�erisant un ensemble points entiers IPs�

et

SP �
n
d� �A� � c�� � d� ��A� & c��

le syst�eme lin�eaire r�esultant de l��elimination de la variable k

des deux premi�eres in�egalit�es du syst�eme S � en utilisant la m�e�

thode de Fourier�Motzkin" caract�erisant un ensemble points en�

tiers IPsp�

La projection de IPs selon la variable k est �egale �a IPsp� si au

moins une des trois conditions suivantes est v�eri��ee �

�� le coe
cient d� � �

�� le coe
cient d� � �
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�� d� �A� � c�� & d� d� � d� � �d� �A� � c�� est redondante

pour le syst�eme S

L�existence de solution enti�ere dans le poly�edre initial est �equivalent �a l�exis�

tence de solution enti�ere dans le poly�edre apr�es l��elimination de la variable k

si toutes les paires d�in�equations contenant la variables k v�eri�ent au moins

l�une de ces trois contitions�

Une condition toujours su
sante mais moins restrictive a �et�e introduite

dans �Pugh���� La troisi�eme condition peut �etre remplac�ee par �

 d� �A�� c�� & d� d� � d� � d� & � � �d� �A�� c�� est redondante

pour le syst�eme S

Cette condition est �a la base de l�Omega test�

 Si apr�es utilisation de l�algorithme de Fourier�Motzkin� pour l��elimination

des variables du syst�eme de mani�ere exacte� il reste encore des contraintes�

D�E� Maydan� J�L� Hennessy et M�S� Lam proposent la m�ethode suivante�

Une solution simple est calcul�ee par substitution arri�ere �MHL��� des va�

riables du syst�eme� Si cette solution est enti�ere� l�existence d�une solution

enti�ere au syst�eme est v�eri��ee� Sinon ils sugg�erent l�utilisation d�une m�e�

thode de type branch and bound pour tester l�existence d�une telle solution

�Ce cas ne s�est jamais produit �MHL��� sur l�ensemble des tests qu�ils ont

e	ectu�es��

��
�� Utilit�e de l�exactitude

L��etude empirique e	ectu�ee par Shen ' Li �SLY���� sur les tests de d�epen�

dance et le format des indices de tableau pr�esents dans les applications num�e�

riques� montre que les coe
cients des indices des tableaux valent fr�equemment �

ou ��� Parmi ��� paires de r�ef�erences bi�dimensionelles� �����( v�eri�ent cette

condition� Ceci est donc en faveur de l�utilisation des tests Sreel �DS� et Sint �Eq�

plut�ot que celle des tests exacts Sint �DS� plus co�uteux et rarement n�ecessaires�

On d�e�nit l�exactitude d�un test approximatif par le rapport du nombre de r�e�

ponses exactes �ind�ependances et d�ependances exactes� et celui des tests e	ectu�es�
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L�exactitude du test de d�ependance d�evelopp�e dans PIPS sur le benchmark Per�

fectClub est de �����( ��evaluation faite avec les conditions de C� Ancourt �voir la

section ������ Les exp�eriences de SUIF aussi sur le PerfectClub� donnent une exac�

titude de ���( �MHL��� �la m�ethode pr�esent�ee pr�ec�edemment de D�E� Maydan�

J�L� Hennessy et M�S� Lamdu �etant utilis�e par le test de d�ependance��

��� Test de d�ependance de PIPS

PIPS est un Parall�eliseur Interproc�edural de Programmes Scienti�ques source�

�a�source de FORTRAN qui a �et�e d�evelopp�e au Centre de Recherche en Informa�

tique de l�Ecole des Mines �a Fontainebleau depuis ���� �IJT���� PIPS transforme

des programmes �ecrits en FORTRAN �� en programmes FORTRAN �� ou FOR�

TRAN parall�ele� Les boucles DO s�equentielles parall�elisables sont remplac�ees

par des instructions vectorielles FORTRAN �� ou par des constructions de type

DOALL� Les trois caract�eristiques principales de PIPS sont �

 l
interproc	eduralit	e qui est prise en compte dans les phases d�analyse du

programme� de calcul du test de d�ependance� et de parall�elisation"

 une analyse s	emantique sophistiqu	ee� bas�ee sur les pr�econditions et les r�e�

gions� qui permet l�obtention de r�esultats tr�es pr�ecis lors du calcul des e	ets�

du test de d�ependance� de l�estimation de la complexit�e statique du pro�

gramme ou encore pour la s�election d�une transformation"

 une e�cacit	e su
sante pour e	ectuer des exp�eriences sur des programmes

r�eels�

L�algorithme du test de d�ependance �TIF��� de PIPS peut utiliser les r�esul�

tats des phases de l�analyse interproc�edurale �les r	egions� et de l�analyse s�eman�

tique �les pr	edicats�� La pr�esence de constante symbolique dans les expressions

des bornes de boucles �ex� DO I � �� N� ou dans les r�ef�erences aux �el�ements

des tableaux �ex� T �I & � � N�� ne restreint pas l�e
cacit�e du test� tant qu�elle

ne conduit pas �a une forme non lin�eaire �ex� I)N�� Ces deux phases d�analyse du

programme dont les r�esultats vont in�uencer l�e
cacit�e du test de d�ependance

sont pr�esent�ees ci�dessous�

��



Nous d�etaillons� dans cette section� les di	�erentes �etapes de PIPS qui in�

terviennent dans le calcul du graphe de d�ependances� avant de pr�esenter le test

de d�ependance et ses caract�eristiques� Nous terminons notre pr�esentation par les

r�esultats exp�erimentaux que nous avons obtenus et les am�eliorations introduites�

����� Calcul de use�def chains

La phase Chains de PIPS calcule les use�def chains� caract�erisant les va�

riables scalaires et les r�ef�erences aux �el�ements des tableaux lus ou modi��es par

le programme� et produit le graphe des chains qui correspond �a une premi�ere

�ebauche du graphe de d�ependance initial� Dans ce graphe initial� un arc entre

deux r�ef�erences �a un m�eme tableau sp�eci�e qu�il existe une d�ependance sur la

variable tableau" les indices du tableau r�ef�erenc�es ne sont pas pris en compte �des

arcs entre deux �el�ements T ��� et T ��� peuvent exister�� Une phase d�analyse des

d�ependances est donc ensuite e	ectu�ee a�n d��eliminer autant d�arcs que possible�

Pour les variables scalaires� tous les arcs sont conserv�es� Pour les variables ta�

bleau� un test de d	ependance est appliqu�e� Les arcs correspondant �a de fausses

d�ependances sont �elimin�es�

����� Analyse s�emantique

Le syst�eme de d�ependance classique �voir section ������ est constitu�e de deux

ensembles � un ensemble d��egalit�es caract�erisant une d�ependance possible entre

deux r�ef�erences et un ensemble d�in�equations caract�erisant le domaine d�it�era�

tions� Ce syst�eme est construit �a partir d�un nid de boucles o�u � ��� les boucles

sont normalis�ees" ��� les expressions d�indices des tableaux sont tous des fonctions

des indices des boucles" ��� il n�y a pas de test IF ou d�appel de proc�edure CALL

dans le corps de boucles� Sous ces conditions� le syst�eme repr�esent�e par la �gure

��� correspond �a l�image r�eelle du probl�eme de d�ependance� Dans les autres cas�

des contraintes suppl�ementaires doivent �etre ajout�ees dans le syst�eme pour ne pas

perdre de pr�ecision� Dans la pratique� les constantes symboliques �etant souvent

pr�esentes dans les fonctions d�acc�es aux �el�ements des tableaux ���(� et dans les

bornes de boucles ���(� �HaPo���� la phase d�analyse s�emantique apporte des
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informations importantes pour la phase de parall�elisation�

Prenons l�exemple suivant �

SUBROUTINE exemple��A� N� M�

REAL A�N�M�

IF �M�GE�N� THEN

DO I � �� N

A�I� � A�I�M�

ENDDO

ENDIF

END

Fig� ��� � Exemple ���

Le syst�eme de d�ependance entre les deux r�ef�erences au tableau A � A�I� et

A�I�M� peut se calculer soit en tenant compte des pr�edicats� soit sans ces pr�edi�

cats�

 Soit S� le syst�eme constitu�e de l��equation sur les indices du tableau et des

contraintes sur les bornes de boucle �

S� �

���
��

i � i� &M
� � i � N
� � i� � N

Les variables symboliquesM� N sont des variables enti�eres non contraintes�

Ce syst�eme S� poss�ede des solutions enti�eres et on en d�eduit l�existence

d�une d�ependance�

 Soit S� le syst�eme plus complet contenant des contraintes sur M et N �

r�esultant des pr�edicats �

S� �

�����
����

i � i� &M
� � i � N
� � i� � N
N �M

�



Le syst�eme S� est infaisable� En tenant compte des pr�edicats v�eri��es pas

les variables symboliques du programme� de fausses d�ependances entre les

�el�ements du tableau peuvent �etre �elimin�ees�

L�utilisation d�information suppl�ementaire portant sur les variables symbo�

liques du programme est importante puisqu�elle peut permettre d��eliminer de

fausses d�ependances� Ce type d�information� connu �a la compilation� r�esulte de

la phase d�analyse s�emantique�

La phase d�analyse s�emantique de PIPS g�en�ere� pour toutes les instructions

du programme� les pr�edicats v�eri��es par les variables scalaires avant l�ex�ecu�

tion de chacune des instructions �IJT���� Ces pr�edicats sont repr�esent�es par des

poly�edres �syst�eme d��egalit�es et d�in�egalit�es� � Les poly�edres repr�esentent une

formulation su
samment g�en�erale pour exprimer les informations extraites des

di	�erentes analyses classiques telles que � la propagation de constante� expression

de variables inductives� �egalit�es lin�eaires entre variables� contraintes lin�eaires g�e�

n�erales���� �CoHa���� Cette phase est bas�ee sur la m�ethode d�evelopp�ee par P� Cou�

sot et N� Halbwachs �CoHa��� pour l�analyse intra�proc�edurale des programmes�

Cette m�ethode a �et�e �etendue pour prendre en consid�eration certains probl�emes

d�us �a l�aliasing �explicite cr�e�e par la d�eclaration EQUIVALENCE� et pour tenir

compte de l�inter�proc�edural�

����
 Analyse des e�ets des proc�edures � SDFI et R�egion

L�analyse interproc�edurale de PIPS permet le calcul des pr�econditions et des

e	ets interproc�eduraux� Deux types d�e	ets sont �evalu�es � le SDFI �Summary data

�ow information� et les r�egions�

Le SDFI repr�esente les e	ets d�une proc�edure sur les variables non statiques

locales modi��ees ou lues par la proc�edure� Un r�esum�e de cette information est

utilis�e pour calculer les e	ets d�une instruction CALL sur les variables du pro�

gramme� La caract�eristique du SDFI impl�ement�e dans Pips se situe au niveau de

la pr�ecision des �el�ements de tableau modi��es par la proc�edure� Plus pr�ecis�ement�

si les param�etres r�eels et formels de la proc�edure sont des tableaux de tailles

di	�erentes� des informations comme l�intervalle des �el�ements du tableau modi��es

��



seront utilis�ees pour indiquer� par exemple� qu�une colonne d�une matrice a �et�e

modi��ee� L��ecriture de la J��eme colonne d�une matriceX�N�N� sera repr�esent�ee

par l�e	et �

� MUST BE WRITTEN �� X���I� I � �� N� ���� J�

Une r�egion� telle qu�elle est d�e�nie dans �TIF���� est un ensemble d��el�ements

de tableau que l�on peut repr�esenter par un poly�edre �syst�eme d��egalit�es et d�in�

�egalit�es�� Elle caract�erise la partie du tableau manipul�ee par une proc�edure� La

r�egion repr�esentant l�e	et sur un tableau T d�une proc�edure �

IF �M� EQ� ��

DO I � �� N

T�	�I�M� � �

ENDDO

ENDIF

est �T ����� f�� � �I &M� � � I � N�M � �g�� Les r�egions sont calcul�ees

intra� et inter�proc�eduralement et repr�esentent les �el�ements de tableau r�ef�erenc�es

soit par des instructions �el�ementaires soit par des instructions compos�ees �ex�

test� loop� ����� La �r�egion d�une proc�edure� r�esume les r�egions associ�ees �a chaque

instruction du corps de proc�edure" les e	ets locaux n�interviennent pas dans ce r�e�

sum�e� L�utilisation des r�esultats de l�analyse s�emantique interproc�edurale permet

de ra
ner cette information �Irig����

L�algorithme du calcul des r�egions propos�e par R� Triolet ' al� �TIF��� a �et�e

impl�ement�e dans PIPS �Plat����

����� Construction d�un syst�eme de d�ependance

Rappelons que le probl�eme du test de d�ependance est de r�esoudre en entiers

un syst�eme lin	eaire qui caract�erise une d�ependance possible entre des �el�ements

r�ef�erenc�es� Le domaine d�it�erations correspond au domaine explicite caract�erisant

les variables� Les pr�edicats v�eri��es par les variable scalaires et les indices de

boucles font partie du domaine implicite�

��



Un des objectifs de cette th�ese est d��etudier l�int�er�et d�une phase d�analyse

s�emantique approfondie pour la d�etection des d�ependances et la phase de parall�e�

lisation� A�n de pouvoir e	ectuer des comparaisons� nous distinguons trois types

de syst�eme de d�ependance�

Le syst�eme simple qui contient �

�� l�ensemble des �equations d�e�nissant une d�ependance possible entre

deux r�ef�erences du tableau ������ dans la Fig �����

Le syst�eme normal qui contient �

�� l�ensemble des �equations d�e�nissant une d�ependance possible entre

deux r�ef�erences du tableau ������ dans la Fig ����

�� l�ensemble des in�equations caract�erisant le domaine d�it�erations ������

dans la Fig �����

Le syst�eme complet qui contient �

�� l�ensemble des �equations d�e�nissant une d�ependance possible entre

deux r�ef�erences du tableau ������ dans la Fig ����

�� l�ensemble des in�equations caract�erisant le domaine d�it�erations ������

dans la Fig �����

�� l�ensemble des pr�edicats ��egalit�es et in�egalites� v�eri��es par les variables

scalaires et indices de boucle obtenus au cours de l�analyse s�emantique�

Trois analyses di	�erentes � des d�ependances� associ�ees au di	�erent syst�eme�

ont �et�e impl�ement�ees dans PIPS� car si la parall�elisation e
cace de certains

programmes n�ecessite l�utilisation de techniques sophistiqu�ees �faisant appel �a de

nombreuses informations�� d�autres n�en ont pas besoin�

Reprenons l�exemple ��� et testons l�existence d�une d�ependance entre A�I�

et A�I�M�� Les trois syst�emes pr�ec�edents se traduisent �

 Syst�eme simple �

i � i& di&M

��Quatre si on prend en compte l�analyse de d�ependances fond�ee sur les r�egions

��



�equivalent apr�es simpli�cation �a �

di&M � �

 Syst�eme normal � ���
��

di&M � �
� � i � N

� � i& di � N

 Syst�eme complet � �����
����

di&M � �
� � i � N

� � i& di � N
N �M

La variable di est la variable de distance des d�ependances d�e�nie par i��i � di�

Nous l�utilisons dans certains de nos exemples pour des raisons de simplicit�e� i�

est alors remplac�e par i& di dans le syst�eme de d�ependance�

Dans cet exemple� seule l�analyse compl�ete permet l�obtention d�un r�esultat

exact � l�ind�ependance� Les exp�eriences e	ectu�ees sur ces trois types d�analyse

des d�ependances montrent que l�am�elioration apport�ee par l�utilisation du test

complet par rapport au test normal est identique �a celle apport�ee par le test

normal par rapport au test simple� Nous d�etaillons ces r�esultats dans la section

����

����� Algorithme du test de d�ependance

Lorsque le syst�eme de d�ependance est construit� le test de d�ependance est ap�

pliqu�e� Il teste la faisabilit�e du syst�eme et calcule les abstractions de d�ependance �

profondeurs de d	ependance� c�one de d	ependance ��� qui seront utilis�ees au cours

de la parall�elisation et de l�optimisation des programmes�

Cet algorithme applique successivement les tests de d�ependance suivant� du

plus simple au plus complexe � le test des constantes� le test du GCD� le pre�

test de lexico�positivit	e� le test de consistance� le test de faisabilit	e� et le test de

lexico�positivit	e�

�� Test des constantes

Une fonction d�indice du tableau est �constante� si elle est invariante au
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cours de l�ex�ecution du programme� Cette fonction peut �etre une valeur

num�erique ou un terme symbolique� Le test des constantes compare chaque

paire d�indices constants du tableau� Si cette paire d�indices est di	�erente�

les deux r�ef�erences sont ind�ependantes� L�exemple ci�dessous illustre ce cas �

DO I � �� N

DO J � �� N

A�L�I�J� � A�L���I�J���

ENDDO

ENDDO

Consid�erons les deux r�ef�erences �a T � A�L�I�J� et A�L���I�J���� L et L&�

�etant des constantes di	�erentes� les deux r�ef�erences ne peuvent �etre qu�in�

d�ependantes�

�� Test du GCD

Le test du GCD s�applique �a une �equation diophantienne� Il v�eri�e que

cette �equation admet une solution enti�ere en testant si le plus grand com�

mun diviseur des coe
cients de l��equation divise bien le terme constant�

L�exemple suivant illustre l�utilit�e de ce test�

DO I � �� N

A�	I� � A�	I���

ENDDO

En prenant le syst�eme simple de d�ependance des r�ef�erences A�	I� et A�	I����

on obtient l��equation �

�i � �i� � �

Comme GCD����� ne divise pas �� elles sont ind�ependantes�

�� Pre�test de lexico�positivit�e

Ce test assure que la condition � du syst�eme de d�ependance �ref� �������

se rapportant �a l�ordre d�ex�ecution des instructions� est bien v�eri��ee� Il est

appliqu�e sur le syst�eme initial lorsque les distances de d�ependance sont

constantes� Le syst�eme est d�eclar�e ind	ependant�infaisable si le vecteur de

distances �d�� ���� dn� est constant et lexico�n�egatif� Le test de d�ependance
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prend �n d�es que ce test est n�egatif et aucune v�eri�cation de consistance

du syst�eme complet ne sera n�ecessaire� Donnons un exemple �

DO I � �� N

DO J � �� N

A�I�I� � A�I���J�

ENDDO

ENDDO

Consid�erons le syst�eme simple de d�ependance de A�I�I� et A�I���J��

�
i � i & di & �
i � j & dj

�	

�
di � ��
i � j � dj � �

La premi�ere �equation atteste que le vecteur de distance doit avoir la forme

���� )�� et qu�il est lexico�n�egatif� Aucune solution de ce type n��etant prise

en compte� le r�esultat du test est n�egatif� ce qui entraine l�arr�et du test de

d�ependance�

� Test de consistance d�un syst�eme

Un syst�eme est non consistant s�il repr�esente un ensemble vide i�e� contient

des contraintes contradictoires sur les variables� Dans PIPS� ce test de

consistance est e	ectu�e lors de la normalisation du syst�eme de d�ependance�

La normalisation d�un syst�eme se divise en � �etapes �

 normalisation de chaque contrainte� c�est �a dire division enti�ere de

chacun des coe
cients par le PGCD des coe
cients "

Soit la contrainte

nX
i��

aixi � c ou
nX
i��

aixi � c

soit k � pgcd�a�� a�� ���� an�"

Apr�es normalisation� la contrainte est respectivement �

nX
i��

aixi�k � c�k ou
nX
i��

aixi�k � c�k

��



 Elimination de contraintes redondantes

�a� �elimination des �equations identiques redondantes �

�
Ax� c � �
Ax� c � �

ou

�
Ax� c � �
c�Ax � �

�b� �elimination des in�equations redondantes dans les syst�eme du type �

�
Ax � c
Ax � c

ou

�
Ax � b
Ax � c �avec b � c�

ou

�
Ax � b
Ax � c

�c� �elimination des contraintes redondantes dans les syst�eme du type �

� � � ou � � c �avec c � ��

Le test de consistance associ�e �a cette normalisation s�arr�ete d�es que le

syst�eme est d�eclar�e infaisable�ind	ependant i�e� lorsque �

 une �equation est d�etect�ee infaisable apr�es application du test du GCD

 des contraintes contradictoires du type �

�a�

�
Ax � b
Ax � c

avec �b �� c�

�b�

�
Ax � b
Ax � c

avec �b � c�

sont d�etect�ees

Nous illustrons ces cas sur l�exemple suivant �

DO I � �� N

DO J � �� N

A�I�I� � A�I�N��� � A�J�J���

ENDDO

ENDDO

��



 calcul du syst�eme de d�ependance de A�I�I� vers A�I�N����

�����
����

i � i& di
i � N & �
� � i � N
� � j � N

Les deux contraintes � i � N & � et i � N sont contradictoires �cas

�b��� Les deux r�ef�erences sont donc ind�ependantes�

 Calcul de la d�ependance de A�I�I� vers A�J�J��� en utilisant le sys�

t�eme simple�

�
i � j & dj
i � j & dj � �

�	

�
i� j � dj � �
i� j � dj � ��

Le syst�eme est encore vide car deux �egalit�es sont contradictoires �cas

�a���

�� Test de faisabilit�e d�un syst�eme

Un syst�eme de contraintes lin�eaires est non faisable s�il n�admet pas de

solution r�eelle� Le test de la faisabilit�e e	ectue des projections successives

de toutes les variables du syst�eme jusqu��a ce que le syst�eme soit d�eclar�e

infaisable ou que toutes les variables aient �et�e �elimin�ees �syst�eme faisable��

L��elimination des variables par propagation d��equation� contraignant la va�

riable� sera e	ectu�ee avant l��elimination des variables par l�algorithme de

Fourier�Motzkin� modi��e par des troncatures des bornes� �exponentiel dans

les pires cas�� Le syst�eme initial est non faisable d�es qu�un syst�eme �apr�es

�elimination� est non consistant�

Nous d�etaillons ce test dans l�algorithme ����
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procedure TestFaisabilite�Sys� ListVars�
�) Sys est le syst�eme �a tester" )�
�) ListVars est la liste des variables �a �eliminer dans Sys )�

if �TestConsist�Sys� � false�
return�nonfaisable�

else
Eq � Equations of Systeme�Sys�
do until �Eq � empty�

if Coe
cient�v� est minimale dans l��equation eq
�) �eliminer v dans Sys par l��elimination d�une �equation )�
Sys � Projection by Equation�Sys� eq� v�
ListVars � ListVars � v
if �TestConsist�Sys� � false�

return�nonfaisable�
enddo

for toutes les variables v � ListVars
�) �eliminer v dans Sys par l�algorithme de Fourier�Motzkin )�
Sys � Projection by FourierMotzkin�Sys� v�
ListVars � ListVars � v
if �TestConsist�Sys� � false�

return�nonfaisable�
endfor

endif
return�faisable�
end TestFaisabilite

Fig� �� � Algorithme ���� Test de la Faisabilit	e d
un Syst�eme lin	eaire
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Exemple �

DO I � �� N

DO J � �� N

A�I�I��� � A�	J�	�I�J�� � A���J� I���

ENDDO

ENDDO

Calculons respectivement les d�ependances de A�I�I��� vers A�	J�	�I�J��

et A�I�I��� vers A���J� I����

 Le syst�eme simple de d�ependance de A�I�I��� vers A�	J�	�I�J���

Sys�i� j� di� dj� est �

�
i � ��j & dj�
i& � � ��i& j & di& dj�

�	

�
i� �j � �dj � �
i& �j & �di & �dj � �

Apr�es �elimination de variable i� le syst�eme projet�e Sys�j� di� dj� est

j & �di& dj � �

Il est non faisable car PGCD�� �� � � � ne divise pas ��

 Consid�erons le syst�eme normal de d�ependance de A�I�I��� vers A���J�

I���� Sys�i� j� di� dj� �

����������
���������

i � �� �j & dj�
i& � � i& di& �
� � i � n
� � i& di � n
� � j � n
� � j & dj � n

�	

����������
���������

i& j & dj � �
di � �
� � i � n
� � i& di � n
� � j � n
� � j & dj � n

Apr�es �elimination de j� di par propagation des deux �equations du

syst�eme� et �elimination de n� dj par l�algorithme de Fourier�Motzkin�

le syst�eme projet�e Sys�i� est le suivant �

�
�i � ��
i � �

Apr�es �elimination de i� on obtient une contrainte non consistante �

� � ��� Ce syst�eme est donc non faisable�

�



Nous en d�eduisons donc qu�il n�existe aucune d�ependance entre les r�ef�e�

rences au tableau A�

�� Test de lexico�positivit�e

Ce test est plus complet que le Pre�test de lexico�positivit	e et est appliqu�e

apr�es le test de faisabilit	e du syst�eme� Il s�assure que la condition de lexico�

positivit�e du vecteur des distances de d�ependance est bien v�eri��ee� dans le

cas g�en�eral� Soit D le syst�eme caract�erisant les distances de d�ependance�

Les bornes des valeurs prises par chacune des variables de distance de d�e�

pendance sont �evalu�ees par projection de D sur la variable� Si le vecteur

de distance est de la forme ��� ���� di� ���� dn� et que la borne sup�erieure de di

est inf�erieure �a �� le test stoppe car le syst�eme est lexico�n�egatif et exprime

qu�il y a ind�ependance�

Voici un exemple �

DO I � �� N

DO J � �� N

A�I�J�J� � A�I�J����� � �

ENDDO

ENDDO

Recherchons l�existence d�une d�ependance possible de A�I�J�J�vers A�I�J������

Le syst�eme de d�ependance Sys�i� j� di� dj� est le suivant �

����������
���������

i& j � i& j & di& dj & �
j � �
� � i � n
� � i& di � n
� � j � n
� � j & dj � n

�	

����������
���������

di& dj � ��
j � �
� � i � n
� � i& di � n
� � j � n
� � j & dj � n

Le test de faisabilit	e permet de v�eri�er que le syst�eme Sys�i� j� di� dj� est

bien faisable� Nous nous int�eressons maintenant au sous�espace des variables

de distance de d�ependance Sys�di� dj� d�e�ni par �

�
di& dj � ��
�dj � �

��



Si on �elimine dj� on obtient une borne sup�erieure de di�

di � ��

qui est inf�erieure �a �� Nous en d�eduisons qu�il n�existe pas de d�ependance

entre A�I�J�J� vers A�I�J������

L�algorithme d�analyse des d�ependances �Algorithme ���� applique successi�

vement ces � tests dans l�ordre de complexit�e croissante�

L�algorithme s�arr�ete d�es que l�un de ces tests aboutit �a un syst�eme traduisant

l�ind�ependance� Si aucun de ces tests ne permet d�assurer que le syst�eme est

ind	ependant� on consid�ere qu�une d�ependance existe� Les abstractions de cette

d�ependance sont alors calcul�ees�

Dans cet algorithme� le test de la faisabilit�e est divis�e en deux �etapes� on

projette tout d�abord les variables autres que les variables de distance� puis on

�elimine ces variables de distance du syst�eme apr�es avoir conserv�e le syst�eme SysD

contraignant les variables de distance� Ce d�ecoupage permet de ne pas recalculer

deux fois le syst�eme SysD�

��



procedure AnalyseDep�Sys�
�) Sys est le syst�eme de d�ependance �a analyser" )�
�) D est l�ensemble des variables des distances de d�ependance dans Sys" )�
�) I est l�ensemble des variables du syst�eme Sys n�appartenant pas �a D� )�
�) La proc�edure retourne une �ou plusieurs� abstraction des d�ependances )�
�) si une d�ependance existe� )�

�) E	ectuer le test de constante pour chaque �equation du syst�eme Sys )�
if �TestConstante�Sys� � false�

return�null�
elseif �TestGCD �Sys� � false�

return�null�
elseif �PreTestLexicoPosit�Sys� � false�

return�null�
elseif �TestConsist�Sys� � false�

return�null�
�) E	ectuer la projection de Sys�I�D� sur D� Le Sys�I�D� devient Sys�D�� )�
elseif �TestFaisabilite�Sys� I�� � false�

return�null�
else SysD � Sys
if �TestFaisabilite�Sys� D�� � false�

return�null�
elseif �TestLexicoPosit�SysD� � false�

return�null�
�) Le calcul des profondeurs et du c�one de d	ependance� )�
else AD � CalculApproxDep�SysD�
return �AD�

Fig� ��� � Algorithme ���� Analyse de D	ependance �version ��

��



���� Am�eliorations

Am�eliorations de l�algorithme ���

Dans le cadre de cette th�ese� nous avons apport�e de nombreuses am�eliorations

et modi�cations �a l�algorithme d�analyse des d�ependances� pr�ec�edemment utilis�e

dans PIPS� Ces am�eliorations consistent essentiellement en �

 un d�ecoupage de l�algorithme en plusieurs tests et �etapes permettant de

supprimer les redondances�

 un r�eordonnancement des tests � le test du GCD a �et�e extrait du test de

Consistance pour �etre appliqu�e lors de la construction du syst�eme" le Pre�

Test de Lexico�Positivit	e a �et�e extrait du Test de Lexico�Positivit	e pour �etre

appliqu�e avant le test de Consistance�

 une am�elioration du test de Faisabilit	e pour que l��elimination des variables

par propagation des �equations soit e	ectu�ee avant celle utilisant l�algo�

rithme de Fourier�Motzkin"

 l�impl�ementation du calcul du c�one de d�ependance �voir le chapitre ���

D�autre part� des corrections signi�catives ont �et�e e	ectu�ees a�n de tenir

compte des trois cas suivants � ��� pr�esence de variables scalaires� dans la fonction

d�acc�es aux �el�ements du tableau� qui ne sont pas des indices de boucle mais qui

sont n�eanmoins modi��ees dans le corps de boucles ��� pr�esence d�un pas de boucle

non num�erique� ��� pr�esence d�instructions non structur�ees et de tests IF dans le

corps de boucles�

Nouvelle version de l�analyse de d�ependance

Le test de d�ependance de l�algorithme ��� e	ectue deux tests de d�ependance

pour chacune des paires de r�ef�erences �S�� R�� et �S�� R��� Il teste l�existence des

deux d�ependances possibles dep� � �S�� R�� � �S�� R�� et dep� � �S�� R�� �

�S�� R���

��



Sachant que �

 les r�esultats des tests � de Constantes� du GCD� de Consistance et de Fai�

sabilit	e sont identiques pour les syst�emes Sys��dep�� et Sys��dep���

 et que les syst�emes r�esultants de la projection de Sys��D� et Sys��D� sur

D sont compl�ementaires � Sys��D� � Sys���D�"

La premi�ere am�elioration de la phase d�analyse des d�ependances consiste �a di�

minuer le nombre de d�ependances test�ees en interpr�etant les r�esultats obtenus

au cours du premier test pour le second� Nous avons donc modi��e la proc�edure

de calcul du graphe de d�ependance a�n de n�appliquer qu�une seule fois l�algo�

rithme de test pour les deux r�ef�erences� Cette nouvelle version est pr�esent�ee dans

l�algorithme ����

Dans cette nouvelle version� les tests PreTestLexicoPosit�Sys� et TestLexico�

Posit�SysD� de l�algorithme ��� ont �et�e remplac�es respectivement par

PreTestAllEquals�Sys�R�R�� et TestAllEquals�Sys�R�R��� Ces deux derniers ne

tiennent pas compte des d�ependances loop�independent sur une m�eme instruction

�i�e� S� � S���

��
 Exp�eriences

La performance d�un test de d�ependance d�epend essentiellement de deux cri�

t�eres � sa pr	ecision et son e�cacit	e� La pr�ecision du test est d�ependante des in�

formations �resultats des phases d�analyse s�emantique et interproc�edurale� que

l�on introduit dans le syst�eme de d�ependance et de la pr�ecision de l�algorithme

de r�esolution du syst�eme utilis�e�

Le test de d�ependance de PIPS poss�ede trois options correspondant aux

trois syst�emes de d�ependances� propos�es en section ���� qui ont des pr�ecisions

di	�erentes� L�algorithme de r�esolution du syst�eme de d�ependance Algorithme ���

ou Algorithme ��� n�est pas un test exact et sa complexit�e est� th�eoriquement�

exponentielle� Cependant� dans des cas particuliers� cet algorithme est exact �voir

��



procedure AnalyseDep�Sys�R�R��
�) �R��R�� est une paire des r�ef�erences �a analyser" )�
�) Sys�R�R� est le syst�eme de d�ependance de R� �a R�" )�
�) D est l�ensemble des variables des distances dans Sys�R�R�" )�
�) I est l�ensemble des variables di	�erentes que D dans Sys�R�R�� )�

if �TestConstante �Sys�R�R�� � false�
return�null� null�

elseif �TestGCD �Sys�R�R�� � false�
return�null� null�

elseif �PreTestAllEquals �Sys�R�R�� � false�
return�null� null�

elseif �TestConsist �Sys�R�R�� � false�
return�null� null�

�) E	ectuer les projections de Sys�R�R��I�D� sur D� )�
elseif �TestFaisabilite �Sys�R�R�� I� � false�

return�null� null�
else SysD�R�R��D� � Sys�R�R��D�� SysD�R�R��D� � Sys�R�R���D�
if �TestFaisabilite �Sys�R�R�� D� � false�

return�null� null�
elseif �TestAllEquals �Sys�R�R�� � false�

return�null� null�
else f

�) Calcul des profondeurs et du c�one de d	ependance pour la d�ependance de R� �a R�� )�
if �LexicoPositif �SysD�R�R��� AD�R�R� � CalculApproxDep�SysD�R�R��
else AD�R�R� � null
�) Calcul des profondeurs et du c�one de d	ependance pour la d�ependance de R� �a R�� )�
if �LexicoPositif �SysD�R�R��� AD�R�R� � CalculApproxDep�SysD�R�R��
else AD�R�R� � null

g
return �AD�R�R�� AD�R�R��

Fig� ��� � Algorithme ���� Analyse de D	ependance �version ��

��



la section ���� et sa complexit�e moyenne est polynomiale si la taille des syst�emes

est petite�

Dans le but d��evaluer la performance de notre test de d�ependance� nous avons

e	ectu�e une s�erie de mesures sur des programmes r�eels� La premi�ere �evaluation

exp�erimentale a �et�e faite en F�evrier ���� avec le premier algorithme de test ���

�Yang���� Cette �evaluation a �et�e e	ectu�ee sur le benchmark du PerfectClub qui

contient �� programmes scienti�ques collect�es par l�Universit�e de l�Illinois en

����� Cet exp�erience pr�eliminaire a permis de soulever les probl�emes qu�il �etait

int�eressant de r�esoudre pour l�obtention de bons r�esultats� Les trois probl�emes

principaux �etaient les suivants � ��� le dernier test qui �etait e	ectu�e� le test de

lexico�positivit�e avait un taux de succ�es de ��(" ��� les exp�eriences ne pouvaient

s�e	ectuer que sur les boucles structur�ees et ne contenant pas de tests IF" ��� le

test de d�ependance �etait appliqu�e deux fois pour chaque paire de r�ef�erences�

La deuxi�eme �evaluation a �et�e faite en Mars ���� sur le m�eme benchmark avec

la nouvelle version du test de d�ependance� l�algorithme ���� o�u les trois probl�emes

pr�ec�edents ont �et�e r�esolus� Les exp�eriences que nous avons e	ectu�ees consistaient

�a comparer � �� la pr�ecision des trois syst�emes de d�ependance" �� l�e
cacit�e des

� tests utilis�es par l�algorithme" �� l�exactitude de l�algorithme" � la complexit�e

moyenne de l�algorithme et �� le gain obtenu par l�algorithme ��� par rapport �a

l�algorithme ����

����� Comparaison des syst�emes de d�ependance

L�un des points forts de PIPS est son analyse s�emantique intra� et inter�

proc�edurale� Comme il y a plusieurs analyses� il y a plusieurs sous�versions du

test �s�emantique�� Des options permettent de prendre en compte les di	�erents

r�esultats qu�elles apportent�

La premi�ere �etape de l��evaluation consistait �a �evaluer le nombre d�ind�epen�

dances trouv�ees en utilisant les trois options du test de d�ependance de PIPS�

Les r�esultats de cette exp�erience sont pr�esent�es par le tableau ���� Nous d�e�

�nissons l�am	elioration apport�ee par le test� par rapport au test� de la mani�ere

suivante�

��



amelioration �
,independancetest� �,independancetest�

,independancetest�

Nous avons constat�e que l�am	elioration apport�ee par l�utilisation du test com�

plet 	 par rapport au test normal est de ����( et que celle apport�ee par le test

normal par rapport au test simple est de ���( � L�importance de l�utilisation de

l�analyse s�emantique �intraproc�edurale� est donc tr�es importante�

Remarquons qu�il est plus int�eressant d��evaluer le nombre d�ind�ependances

que le nombre de d�ependances car lorsqu�un syst�eme est d�eclar�e ind	ependant� on

est s�ur que les r�ef�erences sont ind�ependantes� Il est donc important de d�etecter

au plus t�ot ce type de syst�eme� Dans le cas des syst�emes d	ependants le test devra

�etre e	ectu�e totalement�

Programme ,tests test simple test normal test complet
,indep� ,indep� di	� am�elio� ,indep� di	� am�elio�

APS�adm� ���� ��� ��� � ����( ��� ��� ��(
CS�spice� ���� � ��� � ���( ��� � ����(
LG�qcd� ���� ��� ���� ��� ����( ���� � ����(
LW�mdg� ��� �� ��� ��� ������( ��� � �(
MT�track� � ��� ��� � �( ��� � ����(
NA�bdna� ���� ��� ��� � ����( �� �� �����(
OC�ocean� ��� �� �� �� �( �� � ����(
SD�dyfesm� ��� ��� ��� �� ����( ��� �� ���(
SM�mg�d� ��� ��� ��� � �( ��� � ���(
SR�arc�d� ���� ���� ���� � ����( ���� � ����(
TF��o��� ���� ���� ���� �� �( ����  ����(
TI�trfd� ��� � � � �( � � �(
WS�spec��� ���� �� ��� �� �����( ��� � �����(
Total ����� ���� ����� � ���( ����� �� ����(

Tab� ��� � Comparaison de trois syst�emes sur le nombre d
ind	ependances d	etec�
t	ees

�� utilisant une analyse s�emantique intraproc�edurale

��



����� Performances des tests de d�ependance

L�algorithme ��� est compos�e de � tests� L�ordre d�appel des ces tests est

d�etaill�e en section ����� Lors de la premi�ere �evaluation de l�algorithme ���� les

exp�eriences avaient montr�e �Yang��� que le dernier test de lexico�positivit�e avait

un fort taux de succ�es� C��etait ce test qui conduisait dans de nombreux cas �a la

conclusion qu�il n�y avait pas de d�ependance possible� Le test PreTestLexicoPosit

�ou PreTestAllEquals� a donc �et�e ajout�e de mani�ere �a d�etecter cette ind	ependance

plus t�ot� et principalement dans les cas o�u le vecteur de distance est constant et

lexico�n�egatif�

Les nouvelles mesures e	ectu�ees sur le nombre d�ind�ependances d�etect�ees par

chaque test pour l�algorithme ��� �avec utilisation du test complet� sont d�etaill�ees

dans le tableau ���� Les taux de succ�es pour chacun des tests sont d�etaill�es dans

le tableau ���� Nous constatons que l�appliquation de ce test pre�lexico�positif

permet d�augmenter le nombre d�ind	ependances d�etect�ees avant l�application des

tests plus complexes de ��(�

Nous observons aussi que� dans la majorit�e des cas ������(�� les trois premiers

tests simples� de complexit�e th�eorique polyn�omiale� permettent de conclure �a

l
ind	ependance�

Programme �Tests �indep� const� GCD prelexi
pos� consist� faisab� lexi
pos�
AP�adm� ���� ��� ��� ��� ��� � �� ��
CS�spice� ���� ��� ��� � �	 � 	� �
LG�qcd� ���� ���� �		� � �� �	 �� 	�
LW�mdg� ��� ��� �� � �� �� �� ��
MT�track� �		 ��� �� � �� � � �
NA�bdna� ���� 	�� �� � ��� � �� �	
OC�ocean� ��� �� � � �� �� � �
SD�dyfesm� ���	 ��� ��� � ��� � 	� ��
SM�mg�d� ��� ��� �� �� 	� � � 	
SR�arc�d� ���� ���� ���� � ��� � �� ��
TF��o��� ���� ���� ��� � ��� �� �� �
TI�trfd� ��� � � � � � � �
WS�spec��� ���� ��� �� � ��	 �� �� ��
Total ����� ����� ����� ��	 ���� ��� 	�� ���
Taux ���� ����� ����� ��� ���� ���� ����

Tab� ��� � Nombre d
ind	ependances d	etect	ees �a chaque test

��



Programme ,Tests ,indep� const� GCD prelexi�pos� consist� faisab� lexi�pos�
AP�adm� ���� ��� ���( ���( ���( ���( ���( ���(
CS�spice� ���� ��� ����( �( ����( ���( ���( ���(
LG�qcd� ���� ���� ���( �( ���( ��( ���( ���(
LW�mdg� ��� ��� ����( �( �( ����( ��( ��(
MT�track� � ��� ���( �( ����( �( ���( ���(
NA�bdna� ���� �� ���( �( ����( �( ���( ����(
OC�ocean� ��� �� �( ���( ����( ����( ���( ���(
SD�dyfesm� ��� ��� ���( �( ����( �( ���( ���(
SM�mg�d� ��� ��� ����( ���( ����( ���( �( ���(
SR�arc�d� ���� ���� ����( �( ����( ���( ���( ���(
TF��o��� ���� ���� ����( ���( ����( ��( ���( �(
TI�trfd� ��� � �( �( ���( �( �( �(
WS�spec��� ���� ��� ��( �( ����( ���( �( ���(
Total ����� ����� ����( ����( ��( ���( ���( ���(

Tab� ��� � Taux de succ�es de chaque test

����
 Exactitude de l�algorithme

L�algorithme du test de d�ependance de PIPS e	ectue une serie de tests ap�

proximatifs �pas toujours exacts en entiers�� Quand le syst�eme de d�ependance

est faisable� on ne peut pas garantir l�existence d�une solution enti�ere au sys�

t�eme� Ces tests sont n�eanmoins conservatifs car dans le doute les r�ef�erences sont

d�eclar�ees d�ependantes� La perte de pr�ecision vient de l�algorithme de projection

des variables qui n�est pas exact en entiers� L�algorithme �elimine les variables en

plusieurs �etapes �� par suppression des �equations �� par l�algorithme de Fourier�

Motzkin� Cependant� cette projection reste dans certains cas exacte� lorsque �

 L��elimination de variable k dans l��equation

ak � A

est exacte si et seulement si la valeur absolue de a vaut ��

 L��elimination de Fourier�Motzkin est exact si une des trois conditions su
�

santes propos�ees par C� Ancourt �Anco��� est v�eri��ee �voir la section �����

Pour �evaluer la pr�ecision de notre test de d�ependance� nous avons mesur�e le

nombre de d�ependances qui n�etaient pas exactes par rapport au nombre de tests

�



total� Le r�esultat de cette �etude est illustr�ee par le tableau ��� L�exactitude de

notre algorithme atteint �����( sur les exp�eriences que nous avons faites�

D�apr�es nos exp�eriences� nous observons que la majorit�e des d�ependances�

qui ne sont pas n�ecessairement de vraies d�ependances� sont provoqu�ees par l��eli�

mination �non exacte� d�une �equation� Pour le programme MT�track�� elles sont

provoqu�ees par l��elimination des variables au sein des in�equations par l�algorithme

de Fourier�Motzkin� L�exactitude de notre algorithme peut donc �etre encore am�e�

lior�ee si on utilise un algorithme d��elimination des �equations exact comme celui

du GCD g�en�eralis�e�

Il faut aussi remarquer que les conditions que nous avons utilis�e pour tester

l�exactitude de l��elimination d�une variable par Fourier�Motzkin sont des condi�

tions su�santes mais pas n	ecessaires� L�exactitude de l�algorithme de PIPS que

nous avons obtenue est donc approximative mais n�eanmoins su
sante�

Programme tests tests exacts tests�inexact
independ� depend��exact depend��inexact

AP�adm� ���� ��� ��� 
CS�spice� ���� ��� ��� �
LG�qcd� ���� ���� ���� �
LW�mdg� ��� ��� ��� �
MT�track� � ��� ��� �
NA�bdna� ���� �� �� ���
OC�ocean� ��� �� ��� �
SD�dyfesm� ��� ��� ��� �
SM�mg�d� ��� ��� �� ���
SR�arc�d� ���� ���� ��� �
TF��o��� ���� ���� �� �
TI�trfd� ��� � ��� �
WS�spec��� ���� ��� ���� ���

����� �����
Total ����� ����� ���
Taux �����( ����(

Tab� �� � Exactitude de l
algorithme

��



����� Complexit�e moyenne de l�algorithme

Th�eoriquement� l�algorithme du test de d�ependance de PIPS a une com�

plexit�e exponentielle� d�ue �a l�emploi de l�algorithme d��elimination d�une variable

de Fourier�Motzkin 
� Cependant� dans la pratique� cet algorithme est souvent

polyn�omial puisque des r�esultats exp�erimentaux montrent que la plupart des r�e�

f�erences aux tableaux dans les programmes scienti�ques Fortran sont simples

�SLY���� A�n d��evaluer la complexit�e moyenne de l�algorithme du test de d�epen�

dance� nous commencons par calculer la complexit�e moyenne pratique de l�algo�

rithme de Fourier�Motzkin� Nous d�etaillons cette �evaluation dans cette section�

Complexit�e moyenne de l�algorithme de Fourier�Motzkin

Pour un syst�eme de n in�equations lin�eaires �a m variables�

SysIneg �
mX
j��

aijxj � bi� i � ��� ���� n�

sous les hypoth�eses que le syst�eme d�in�equations est plein �i�e� chaque in�equa�

tion contraint toutes les variables� et est compos�e d�autant d�in�equations positives

que n�egatives pour chacune des variables� alors la complexit�e de Fourier�Motzkin

est donn�ee par la formule suivante �Du	���

CFM � O �  � n� ��
m

�

Pour un syst�eme peu dense dont le nombre d�in�egalit�es contraignant chaque

variable est inf�erieur �a � la complexit�e r�eelle calcul�ee est �

CFM � Cv� & Cv� & ���& Cvm

Puisque Cvi � O��� �� � i � m��

CFM � O�m�

ce r�esultat reste polynomial�

�� qui est exponentiel dans le pire des cas

��



Pour �evaluer la complexit�e pratique de l�algorithme de Fourier�Motzkin pour

le test de d�ependance� nous �evaluons la taille du syst�eme avant toute �elimination

par l�algorithme de Fourier�Motzkin et calculons le pourcentage de cas o�u la

taille du syst�eme augmente apr�es �elimination� La table ��� illustre ces mesures� La

premi�ere colonne relate le nombre d��eliminations de variable utilisant l�algorithme

de Fourier�Motzkin" la deuxi�eme colonne contient le nombre de cas o�u la taille du

syst�eme augmente" n est le produit du nombre d�in�egalit�es positives et n�egatives

contraignant la variable �elimin�ee�

Dans �����( des cas� n est inf�erieur �a  et le pourcentage de projections

faisant augmenter la taille du syst�eme reste inf�erieur �a ������(� La complexit�e

r�eelle de l�algorithme de Fourier�Motzkin� dans le cadre d�un test de d�ependance�

reste donc en moyenne polyn�omiale et tout �a fait acceptable�

Programme �Elimi �Sys�Aug� n�� n�� n�� n�� n�	 n��
AP�adm� 		�� �� 	��	 ��� �� � ��� �	
CS�spice� ����� � ���� 	��� �	 � 		�� �
LG�qcd� ����� � ���� ���� � � ��� �
LW�mdg� ���� ��� ��	� ��� � � ��� ���
MT�track� ��� � 	�� �� � � �� ��
NA�bdna� ����� �� �	�� ��� 	� 	 		� �
OC�ocean� ���� � 	��� ��� 	 � 	�	 �
SD�dyfesm� ���� �� ���� ��� � � ��	 	
SM�mg�d� ����� � ����� �� �	 � ��� �
SR�arc�d� ���� � ���� ��� � � ��� �
TF��o��� ���� � ���� �� � � ��� �
TI�trfd� ���	 	� ���� �� 	� � ��� �	
WS�spec��� ���� �� ���� ���� � � ���� �
�Elimi ����� ��	 ����	 ����� ��� � ��	� ���
Pourcentage ���� ������� ������ ������ ����� ����� ������ �����

,Elimi � Nombre d��eliminations de Fourier�Motzkin e	ectu�ees
,Sys�Aug � Nombre de syst�emes dont la taille augmente apr�es une projection
n � Produit des nombres d�in�egalit�es positives et n�egatives

Tab� ��� � Evaluation des tailles du syst�eme pendant l
	elimination par Fourier�
Motzkin

��



Complexit�e moyenne de l�algorithme

Tenant compte de la complexit�e moyenne de l�algorithme de Fourier�Motzkin

calcul�ee pr�ec�edemment� nous calculons maintenant la complexit�e moyenne de

l�algorithme ����

Supposons que le syst�eme de d�ependance est compos�e de � n contraintes dont

neq �equations et m variables dont md variables de distance�

 les tests TestConstante etTestGCD sont e	ectu�es au moment de la construc�

tion de syst�eme� Au pire leur complexit�e est

CTestConstante�T estGCD � O�neq �m�"

 PreTestAllEquals�Sys�R�R�� teste si la valeur prise par chacune des va�

riables de distance est constante� en examinant les �equations du syst�eme�

Sa complexit�e est au plus CPreTestAllEquals � O�md � neq�"

 TestConsist�Sys�R�R�� compare chaque contrainte du syst�eme avec toutes

les autres� On a donc CTestConsist � O�n��"

 les tests TestFaisabilite�Sys�R�R�� I� et TestFaisabilite�SysD�R�R��D� �eli�

minent au total n variables en utilisant l�algorithme de Fourier�Motzkin�

D�apr�es le r�esultat pr�ec�edent� la complexit�e moyenne de ce test est

CTestFaisabilite � O�m�"

 TestAllEquals�SysD�R�R�� �evalue les bornes minimale et maximale pour

chaque variable de distance et utilise aussi Fourier�Motzkin� d�o�u �

CTestAllEquals � O�m�
d��

La complexit�e de l�algorithme ��� est� dans le pire des cas �

Calgorithme��� � O�n� &m�
d & �m&md� � neq &m�

qui est polynomiale�

��



����� Comparaison des deux versions du test de d�epen�
dance

Le fait que l�algorithme ��� analyse toute les d�ependances r�ef�erence �a r�ef�erence

�ex� R� � R�� tandis que l�algorithme ��� analyse les d�ependances globalement

par paire de r�ef�erences �ex� R� � R� et R� � R�� constitue la principale dif�

f�erence entre ces deux algorithmes� Le calcul du graphe de d�ependances par l�al�

gorithme ��� diminue consid�erablement le nombre de d�ependances test�ees� Pour

�evaluer cette am�elioration� nous avons m�esur�e le nombre de tests appliqu�es par

ces deux algorithmes pour notre benchmark� D�apr�es le tableau ���� l�utilisation

de l�algorithme ��� diminue le nombre de tests appliqu�es de ����( �i�e� il est

presque divis�e par ���

Programme ,Tests avec l�algorithme ��� ,Tests avec l�algorithme ���
APS�adm� ���� ����
CS�spice� ����� ����
LG�qcd� ����� ����
LW�mdg� ���� ���
MT�track� ��� �
NA�bdna� ���� ����
OC�ocean� ��� ���
SD�dyfesm� ���� ���
SM�mg�d� ��� ���
SR�arc�d� ���� ����
TF��o��� ���� ����
TI�trfd� �� ���
WS�spec��� ���� ����
Total ����� �����
R�eduction �( ����(

Tab� ��� � Comparaison des deux tests de d	ependances sur le nombre total de
tests e�ectu	es

��



��� Comparaison de PIPS avec d	autres proto�

types

La performance d�un parall�eliseur d�epend essentiellement des deux phases

suivantes � la d�etection du parall�elisme et l�exploitation du parall�elisme�

Pour comparer les performances de di	�erents parall�eliseurs� on compare sou�

vent le taux de parall	elisme obtenu par chacun des parall�eliseurs� Le taux de

parall�elisme d�un programme parall�ele peut �etre �evalu�e dynamiquement par le

calcul du speedup �i�e� T��Tp �� obtenu sur une machine parall�ele avec p pro�

cesseurs� ou statiquement par l��evaluation du nombre de boucles parall�eles du

programme parall�elis�e� De nombreuses �etudes portant sur ce type de comparai�

sons sont pr�esent�ees dans �EiBl���� �ChPa��� et �LCD���� Cependant� comme la

performance du parall�eliseur d�epend �a la fois de la pr�ecision du test de d�epen�

dance et de l�e
cacit�e de la phase de parall�elisation� ce type de comparaisons ne

peut pas �etre exploit�e pour comprendre exactement la raison de l�obtention des

di	�erents r�esultats� Nous comparons donc ici uniquement les r�esultats obtenus

par di	�erents tests de d�ependance�

La comparaison des r�esultats obtenus par di	�erents tests de d�ependance sur

un m�eme benchmark permettent de corriger et am�eliorer ces tests en r�eduisant

leurs points faibles� Dans ce but� nous avons compar�e nos r�esultats� sur le nombre

d�ind�ependances d�etect�ees� avec les mesures obtenues par d�autres prototypes

universitaires comme PFC �GKT���� SUIF �MHL��� et PARAFRASE �PePa���

sur un m�eme benchmark� celui du Perfect Club�

���� Premi�ere comparaison

Les r�esultats de notre premi�ere comparaison� e	ectu�ee en ����� sont illustr�es

par le tableau ����

Nous avons constat�e que ces mesures n��etaient pas directement comparables�

ne serait�ce que parce que les nombres de paires de r�ef�erences aux tableaux test�ees

sont di	�erents� Cela s�explique principalement pour les raisons suivantes� ��� les

�� T� est le temps d�ex�ecution sur un seul processeur� Tp est le temps d�ex�ecution sur p

processeurs

���



Perfect ,paires de r�ef�erences test�ees ,ind�ependances trouv�ees
Program PFC SUIF PIPS CSRD PFC SUIF PIPS CSRD
adm ���� ���� � ����� ��� ��� ��� ����
arc�d ��� ���� ���� ����� ��� ��� ���� �����
bdna ���� ���� ��� ����� �� �� ��� ���
dyfesm ��� ���� ��� ���� ��� ��� �� ���
�o�� ��� �� ���� ��� ���� ��� �� ����
mdg ��� ��� ��� ���� �� �� �� ����
mg�d �� ���� � ����� �� ��� � �����
ocean �� ��� ��� ��� �� �� � ����
qcd ��� ���� ���� ����� ���� ���� �� �����
spc�� ���� ���� ��� ����� ��� ��� � ����
spice ��� ���� � ����� ��� ���� � ����
track ��� ��� ��� ��� ��� � �� ����
trfd ��� ��� ��� ���� � � � ����

Tab� ��� � Comparaison des mesures du test de d	ependance de � prototypes �Juin
�����

syst�emes de d�ependances sont di	�erents� ��� la d�e�nition de l�ind	ependance n�est

pas la m�eme pour chacun des prototypes� Nous d�etaillons maintenant le point

commun et les di	�erences entre les di	�erents prototypes �etudi�es�

Point commun

Les tests de d�ependances s�e	ectuent sur des paires de r�ef�erences �a des ta�

bleaux r�ef�erenc�ees au sein d�au moins une boucle commune�

Di��erences

PFC

 un seul test pour toute paire de r�ef�erences �a un tableau �R�� R�� est utilis�e

pour d�etecter l�existence de d�ependances possibles pour R�	R� et R�	R��

 les d�ependances loop independent � entre deux r�ef�erences d�une m�eme ins�

truction ne sont pas compt�ees dans les d�ependances�

�� internes �a une boucle

���



SUIF

 un seul test pour toute paire de r�ef�erences �a un tableau �R�� R�� est utilis�e

pour d�etecter l�existence de d�ependances possibles pour R�	R� et R�	R��

 les r�ef�erences de type complexes sont divis�ees en parties r�eelle et imaginaire�

Pour chaque r�ef�erence complexe� deux tests sont appliqu�es�

 les d�ependances loop independent entre deux r�ef�erences d�une m�eme ins�

truction sont compt�ees parmi les d�ependances�

 un pr�eprocesseur applique des transformations de programme telles que � d�e�

tection des r�eductions� �elimination de codes morts� �elimination de variables

inductives� etc�

PIPS

 seules les d�ependances contenues dans les boucles� qui ne contiennent pas

de structure de contr�ole comme des IFs et GOTOs� sont test�ees�

 deux tests sont e	ectu�es pour toute paire de r�ef�erences �R�� R�� �a un ta�

bleau lors de la d�etection de l�existence de d�ependances possibles pour

R�	R� et R�	R��

 les d�ependances loop independent entre deux r�ef�erences d�une m�eme ins�

truction ne sont pas compt�ees dans les d�ependances�

CSRD

 le nombre de tests e	ectu�es correspond au nombre de tests intervenant pour

chaque paire de r�ef�erences aux tableaux pour chaque ddv�

Chaque prototype ayant son propre environnement de test de d�ependance� la

comparaison de ces tests reste di
cile� Toutefois� nous avons modi��e et am�elior�e

le test de de d�ependance de Pips a�n d�e	ectuer de meilleures comparaisons�

���



���� Deuxi�eme comparaison

Nous avons modi��e l�algorithme du test de d�ependance de Pips pour qu�il teste

les d�ependances pour tout type de boucles� y compris celles contenant des IFs et

GOTOs� Nous avons am�elior�e l�algorithme de mani�ere �a ce qu�un seul test soit

e	ectu�e pour toute paire de r�ef�erences �R�� R�� �a un tableau lors de la d�etection

des d�ependances possibles R�	R� et R�	R�� Pour �etre plus proche des r�esultats

obtenus par les autres prototypes� une variable suppl�ementaire LID a �et�e ajout�ee

pour compter les d�ependances loop�independent au sein d�une m�eme instruction�

Le tableau ���� illustre les nouvelles mesures� Dans la seconde partie du tableau�

les chi	res indiqu�es pour Pips donnent �a la fois le nombre d�ind�ependances total

et celui apr�es suppression des LID d�ependances loop�independent�

Les mesures du test de d�ependance du CSRD ne sont pas pr�esent�ees car elles

sont incomparables avec celles des autres prototypes�

Perfect ,paires de r�ef�erences test�ees ,ind�ependances trouv�ees
Program PFC SUIF PIPS PFC PIPS SUIF PIPS
adm ���� ���� ���� ��� ��� ��� ���
arc�d ��� ���� ���� ��� ���� ��� ����
bdna ���� ���� ���� �� �� �� ��
dyfesm ��� ���� ��� ��� ��� ��� ���
�o�� ��� �� ���� ���� ���� ��� ���
mdg ��� ��� ��� �� ��� �� ��
mg�d �� ���� ��� �� ��� ��� ��
ocean �� ��� ��� �� �� �� ��
qcd ��� ���� ���� ���� ���� ���� ��
spc�� ���� ���� ���� ��� ��� ��� ��
spice ��� ���� ���� ��� ��� ���� ���
track ��� ��� � ��� ��� � �
trfd ��� ��� ��� � � � �

Tab� ��� � Comparaison des mesures du test de d	ependance de � prototypes �Juin
�����

Les nouvelles mesures� illustr�ees dans le tableau ���� permettent une meilleure

comparaison des r�esultats obtenus par PIPS� Except�e pour le programme ocean�

le nombre de paires de r�ef�erences test�ees par PIPS est compatible avec celui des

���



autres prototypes�

Pour poursuivre les comparaisons� il faudrait utiliser une m�eme structure de

donn�ees pour le graphe de d�ependances �ex� PSERVE de Rice� ou ex�ecuter tous

les syst�emes sur le m�eme code transform�e� Cette direction n�a pas �etre poursuivie

faute de coop�eration de la part de nos partenaires�

�� Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre� le test de d�ependance� une des phases

essentielles de la parall�elisation� Le test de d�ependance est compos�e de deux

t�aches principales � la construction du syst�eme de d�ependance� lin�eaire en g�en�eral�

et la r�esolution en nombres entiers de ce syst�eme� De nombreurs chercheurs ont

consacr�e leur recherche �a cette deuxi�eme t�ache�

Nous avons pr�esent�e� dans la premi�ere partie de ce chapitre� di	�erentes m�e�

thodes d�approximation de r�esolution des syst�emes lin�eaires de d�ependance et

certaines conditions pour lesquelles ces tests approximatifs conduisent toutefois

�a un r�esultat exact� Nous avons d�etaill�e� dans la deuxi�eme partie� l�algorithme du

test de d�ependance d�un parall�eliseur PIPS ainsi que les am�eliorations que nous

y avons apport�e dans le cadre de cette th�ese�

Le test de d�ependance de PIPS contient trois types de syst�emes de d�epen�

dance et utilise un algorithme approximatif �r�esolution rationnelle� avec une com�

plexit�e th�eorique exponentielle�

Nous avons pr�esent�e� �a la �n de ce chapitre� les r�esultats de l��evaluation ex�

p�erimentale des performances de notre algorithme selon les crit�eres �

�� pr�ecision des trois syst�emes de d�ependance"

�� e
cacit�e des � tests utilis�es par l�algorithme"

�� exactitude"

� complexit�e moyenne�

D�apr�es nos exp�eriences� nous avons constat�e que �

�� l�analyse s�emantique a un impact important sur le test de d�ependance"

��



�� dans �����( des cas� les tests simples �de complexit�e polyn�omiale� su
sent

pour d�etecter que le syst�eme traduit une ind�ependance"

�� un algorithme approximatif peut �etre su
samment pr�ecis dans la pratique

�notre algorithme permet l�obtention d�un r�esultat exact dans �����( des

cas�"

� la taille des syst�emes �a r�esoudre� lors de l��elimination par Fourier�Motzkin�

a dans �����( des cas un nombre de contraintes inf�erieur �a "

�� la complexit�e moyenne de l�algorithme de Fourier�Motzkin est� dans la pra�

tique� polyn�omiale"

�� la complexit�e moyenne du test de d�ependance de PIPS est� dans la pra�

tique� polyn�omiale�

En�n� nous avons observ�e que de nombreuses solutions ont d�ej�a �et�e propos�ees

pour r�esoudre un syst�eme lin�eaire dans le cadre d�un test de d�ependance et que

ces solutions apportent� dans la majorit�e des cas� de bons r�esultats� La perte de

pr�ecision de certains tests vient principalement du manque d�information contenu

dans les syst�emes de d�ependances� Ce manque d�information est d�u parfois au

fait que les hypoth�eses de lin�earit�e ne sont pas respect�ees� Pour am�eliorer la pr�eci�

sion du test d�ependance� il faudrait utiliser des techniques non�lin�eaires �LiTh���

�Duma��� et proposer des extensions interactives faisant appel �a l�utilisateur et

dynamiques �analyse �a l
ex	ecution� au parall�eliseur �Poly��� �Rose��� �SMC���

�LuCh����

���
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Chapitre �

Abstraction des d�ependances

Rappelons que la t�ache du test de d�ependance est de d�eterminer l�existence

possible de collision lors de l�acc�es �a une variable utilis�ee par deux instructions

S� et S	� Lorsqu�un con�it possible existe� on dit qu�il y a une d	ependance entre

S� et S	� Cette d�ependance est exprim�ee par un arc liant S� et S	 dans le graphe

de d	ependance� Elle ne signi�e pas forc�ement que toutes les instances de deux

instructions S� et S	 sont d�ependantes� et de nombreuses techniques de transfor�

mation sont utilis�ees pour permettre d�exploiter le parall�elisme implicite r�esiduel

ou pour pouvoir l�exploiter au mieux sur une machine cible particuli�ere�

Une transformation peut �etre appliqu�ee au programme si toutes les contraintes

sur les instances des instructions du programme sont respect�ees� Une repr�esenta�

tion exacte ou approximative caract�erisant ces contraintes est donc n�ecessaire�

De nombreuses abstractions ont �et�e propos�ees dans la litt�erature � les it�era�

tions de d�ependance� les vecteurs de distance de d�ependance� le c�one de d�epen�

dance� les vecteurs de direction de d�ependance et les profondeurs de d�ependance�

Parmi elles� les vecteurs de direction de d�ependance �DDV� sont largement utili�

s�es� Cette approximation fournit l�informationminimale n�ecessaire pour autoriser

des transformations comme � l��echange de boucles et l�inversion de boucle� Par

contre� elle n�est pas assez pr�ecise pour les transformations unimodulaires com�

plexes et le partitionnement des boucles o�u l�information minimale n�ecessaire est

le c�one de d�ependance�

Dans ce chapitre� nous d�etaillons les di	�erents types d�abstraction des d�epen�

dances � les it	erations de d	ependance� le vecteur de distance de d	ependance� le



poly�edre de d	ependance� le c�one de d	ependance� le vecteur de direction de d	epen�

dance et la profondeur d
une d	ependance� Ensuite nous comparons leur pr�ecision

en fonction du nombre d�it�erations d�ependantes qu�elles traduisent �section �����

L�algorithme de calcul du poly�edre �et du c�one� de d�ependance est d�etaill�e �sec�

tion ������� Cet algorithme a �et�e implant�e dans le parall�eliseur PIPS�

Rappelons quelques notations �

Notations �

 N � l�ensemble des entiers naturels"

 Zn � l�ensemble n�uplets d�entiers"

 In � le domaine d�it�erations"

 �in � une it�eration dans In"

 �i� �i� � �i est plus petit que �i� pour l�ordre lexicographique"

 S���i� � S���i�� � � S���i� est ex�ecut�ee avant S���i��"

 �i ��
�i� � �i est ex�ecut�ee avant �i�� les contraintes de d�ependances sur les it�era�

tions sont conserv�ees"

 S� 	�AD S� � S� d�epend de S�� l�abstraction AD est utilis�ee pour repr�esenter

cette d�ependance"

 AD� � AD� � l�abstraction AD� est plus pr�ecise que l�abstraction AD�

Nous supposons qu�il existe une d�ependance entre deux instructions S� et

S� au sein de n boucles englobantes� Nous d�etaillons maintenant les � di	�erentes

abstractions des d�ependances qui permettent de caract�eriser les relations existant

entre les deux it�erations d�ependantes S���i� et S���i���

�� peut �etre traduit par le pr�edicat � �i� �i� ou ��i � �i� � S� est avant S� textuellement��

���



��� It�erations de D�ependance �DI�

Cette abstraction des d�ependances� not�ee DI� consiste en une �enum�eration

exhaustive des paires d�it�erations ��i� �i�� de S���i� et S���i�� d�ependantes�

D�enition 	�� DI � f ��i� �i�� j S���i� 	� S���i�� g

A chaque �el�ement ��i� �i�� de DI correspond une solution enti�ere du syst�eme li�

n�eaire caract�erisant les d�ependances entre S���i� et S���i��� Aucune approximation

n�est ins�er�ee dans DI� elle est tr�es pr�ecise� Cette �enum�eration peut �etre repr�esen�

t�ee sous plusieurs formes� Nous citons ici les trois exemples les plus repr�esentatifs �

�� la liste exhaustive des couples des valeurs de toutes les it�erations d�epen�

dantes�

�� l�introduction de param�etres entiers appropri�es �t � �t�� t�� ���� tm� �m � ��n�

peut permettre d�exprimer�i et �i� en fonction de �t� La repr�esentation de DI

devient

DI � f ��f ��t�� �f � ��t�� j �t � Tmg o�u T est l�espace de �t poss�edant des bornes

connues�

�� lorsque �i� peut s�exprimer sous la forme d�une fonction �f de �i� La repr�esen�

tation de DI correspondante est

DI � f ��i� �f ��i�� j �i � Ins � I
n
s  Ing

���



Prenons l�exemple suivant �

DO I � �� n

S�� T��I� � ��I

DO J � �� n

S	� T	�I�J� � T��J��T	�I�J�

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

Consid�erons le syst�eme de contraintes caract�erisant la d�ependance dep entre S�

et S� due aux deux r�ef�erences �a T� ������
����

i � j
� � i � n
� � j � n
� � i� � n

Ce syst�eme admet des solutions enti�eres� S� d�epend donc de S	� La repr�esentation

de cette d�ependance S� 	�DI S� est la suivante �

DI �dep� � f ������ �	�	�� ���� �n���n���� �n�n��

���	�� �	���� ���� �n���n��

������ ���� �n�	�n��

���

���n���� �	�n��

���n� g

Nous savons que pour calculer DI un algorithme exact de recherche des so�

lutions enti�eres dans un syst�eme lin�eaire est n�ecessaire� La repr�esentation num�e�

rique �la premi�ere forme� de DI n�est pas acceptable en pratique� parce qu�elle

n�ecessite trop de place m�emoire� De plus� elle ne permet pas de repr�esenter une

d�ependance ayant un nombre in�ni de paires d�it�erations d�ependantes�

���



L�extension du GCD g�en�eralis�e �Bane��� a permis d�introduire la deuxi�eme

repr�esentation de DI� L�espace des param�etres T doit toutefois �etre calcul�e exac�

tement �voir la section �������

L�algorithme de test de d�ependance propos�e par Feautier �Feau���� bas�e sur

l�algorithme PIP �Feau���� permet de calculer les d�ependances de �ot de donn�ees

�data��ow dependence� et de les repr�esenter sous la troisi�eme forme�

DI est l�abstraction des d�ependances la plus pr�ecise� mais les algorithmes

exacts permettant de la calculer sont tous tr�es co�uteux� De plus� la plupart des

transformations n�ont pas besoin d�une information d�une telle pr�ecision pour

savoir si on peut les e	ectuer� Pour ces raisons� des abstractions des d�ependances

approximant l�ensemble des d�ependances exactes� telles que vecteur de distance

de d�ependance et ses d�eriv�es� ont �et�e propos�ees� Nous les pr�esentons dans la suite

de ce chapitre�

��� Vecteurs de Distance de d�ependance �D�

Reprenons l�abstraction DI de l�exemple ���� Il y a des paires d�it�erations�i� �i�

��i ��
�i�� �equi�distantes de �i���i � L�utilisation d�un vecteur de distance �d permet de

repr�esenter uniformement toutes les d�ependances entre les it�erations �i et ��i& �d��

Elle re��ete explicitement le pas de d�ependance entre les it�erations� Elle ne tient

pas compte de l�origine des d�ependances�

Repr�esenter une d�ependance par D revient �a �enum�erer tous les vecteurs de

distance possibles de cette d�ependance� Voici une d�e�nition de D plus formelle�

D�enition 	�� D � f �d j 
��i� �i�� � DI� �d � �i� ��ig

Reprenons l�exemple ���� et repr�esentons la d�ependance sur T� entre S� et S	

par D �

D�dep� � f � �� 	� �� ���� n�� g

Nous constatons que D repr�esente les m�emes d�ependances avec moins d��el�e�

ments que DI� Le calcul de D pour une d�ependance n�ecessite aussi un test de

���



d�ependance exact� De plus� D est �eventuellement in�nie� La complexit�e des tests

exacts est� dans le cas g�en�eral� exponentielle except�ee lorsque la distance de d�e�

pendance est constante� On utilise donc cette abstraction essentiellement lorsque

les d�ependances ont une distance constante� on dit qu�elles sont uniformes�

Les d�ependances uniformes de vecteur de distance de d�ependance �d repr�esentent

l�ensemble des it�erations d�ependantes � DI � f��i� �i�� j �i� ��i& �dg�

Dans la section suivante� nous pr�esenterons deux d�eriv�es de D � DC et DP

qui sont bas�ees sur des poly�edres convexes� Elles permettent de repr�esenter de

mani�ere �nie un ensemble in�ni de d�ependances�

��� Poly�edre de D�ependance �DP � et C�one de

D�ependance �DC�

Le poly�edre de d�ependance �not�e DP � �IrTr��b� approxime l�ensemble D�

C�est l�ensemble des �el�ements qui sont combinaison convexe des vecteurs de D�

Il est repr�esent�e par l�ensemble des points entiers de l�enveloppe convexe de D ou

par une union de poly�edres convexes� lorsque D est un ensemble in�ni et que son

enveloppe convexe contient des �el�ements autres que les combinaisons convexes

des vecteurs de D� Le c�one de d�ependance �not�e DC� est un c�one convexe

compos�e des vecteurs qui sont combinaison lin�eaire positive des points de D�


�
�� Utilisation de la th�eorie des poly�edres convexes

A�n de mieux caract�eriser DP et DC� nous rappelons quelques d�e�nitions et

pr�ecisions sur les poly�edres convexes�

�� Un poly�edre convexe P � Rn est un ensemble de points qui satisfont un

nombre �ni d�in�equations lin�eaires�

�� Un poly�edre est entier si tous ses sommets sont entiers �Schr���� D�apr�es

leur d�e�nition� DP et DC sont des poly�edres entiers�

���



�� Un poly�edre convexe entier peut �etre caract�eris�e soit par un syst�eme de

contraintes lin�eaires diophantines� soit par un syst�eme g�en�erateur �Schr����

syst�eme de contraintes lin�eaires �not�e SC� Un syst�eme de contraintes

lin�eaires est compos�e d�un ensemble d�in�equations �une �equation est

consid�er�ee comme deux in�equations oppos�ees�� Un poly�edre P est un

ensemble de points entiers satisfaisant un syst�eme d�in�egalit�es�

Psc � f �x � Zn j A�x � b g o�u A est une matrice et b un vecteur�

syst�eme g�en�erateur �not�e SG� Un syst�eme g�en�erateur comprend trois

ensembles �nis � sommets f�si g� rayons f�rj g� droites f�dk g� En utilisant

le syst�eme g�en�erateur� un poly�edre P peut �etre formul�e par �

Psg � f�x � Zn � �x �
X
i


i�si&
X
j

�j �rj&
X
k

k �dk � 
i � � � �j � � �
X
i


i � �g

Un format plus simple va �etre utilis�e ult�erieurement �

Psg � �S� R� D�� o�u S � f�sig� R � f�rjg� D � f�dkg

Des algorithmes qui permettent de passer d�une repr�esentation �a l�autre ont

�et�e propos�es dans la th�ese d�Halbwachs �Halb���� Un autre algorithme de

conversion d�un syst�eme lin�eaire en syst�eme g�en�erateur a �et�e propos�e par

Chernikova �Cher����

� Un poly�edre est lexico�positif si tous les points contenus dans ce poly�edre

sont lexico�positifs� D�apr�es leur d�e�nition� DP et DC sont des poly�edres

lexico�positifs�

Proposition 	�� Un poly�edre Psg � �S� R� D� est lexico�positif si et

seulement si les conditions suivantes sont v	eri�	ees �

 � �si � S� �si � �

 si 
�rj � � � alors � �si � S� Level��rj� � Level��si�

o�u la fonction Level��v� est 	egale �a k si les �k � �� premi�eres compo�

santes de �v sont nulles� �

�� par exemple � Level��� �� �� � Level��� ����� � �� Level��� �� �� � 	

���



 si D �� �� alors � �dk�� �si� Level��dk� � Level��si�

Preuve �

 Montrons que si Psg � �S� R� D� est un poly�edre lexico�

positif alors les trois conditions donn�ees ci�dessus sont v�eri�

��ees� Si Psg � �S� R� D� est un poly�edre lexico�positif alors

tout point �v de Psg v�eri�e �

 �v �
P

i 
i�si &
P

j �j �rj &
P

k k �dk �
P

i 
i � �� �j � �

 �v� ��

�a� Montrons que tout sommet de Psg v�eri�e la premi�ere

condition �

soit si � Psg alors 

i � �� �v � 
i�si � Psg�

Comme �v � � �	 �si � �

�b� Montrons que tout rayon de Psg v�eri�e la seconde condi�

tion� Montrons que

si 
�rj � � et 
 �si � S tel que Level��rj� � Level��si�

alors Psg n�est pas lexico�positif�

 Si 
�rj � � et 
 �si � S tel que Level��rj� � Level��si��

alors le point �v� � �si & �rj appartient �a Psg� Comme

Level��rj� � Level��si� nous avons �v� � � �	 Psg

n�est pas lexico�positif�

 Si 
�rj � � et 
 �si � S tel que Level��rj� � Level��si� �

l� alors le point �v� � �si &
�

jrjl j
�rj � ��� �� ������� �� ���� ��

appartient �a Psg� Comme �v� � � �	 Psg n�est pas

lexico�positif�

�c� Montrons que toute droite de Psg v�eri�e la troisi�eme

condition� Montrons que

si 
�dk � �dk� � ���� dkn�� et 
 �si � �si�� ���� sin�

tel que Level��dk� � l et Level��dk� � Level��si�� alors

���



Psg n�est pas lexico�positif�

 Si 
�dk � �dk� � ���� dkn�� et 
 �si � �si�� ���� sin� tel que

Level��dk� � l et Level��dk� � Level��si�� alors le

point

�v� �

�
�si & �dk si dkl � ��

�si � �dk si dkl � ��

appartient �a Psg� CommeLevel��dk� � Level��si�� nous

avons �v� � � �	 Psg n�est pas lexico�positif�

 Si Level��dk� � Level��si� � l� le point

�v� �

��
�

�si & �
jdkl j

�dk si dkl � ��

�si �
�

jdkl j
�dk si dkl � ��

� ��� �� ������� �� ���� ��

appartient �a Psg� Comme �v� � � �	 Psg n�est pas

lexico�positif�

 Montrons que si les trois conditions de la proposition sont v�e�

ri��ees alors le poly�edre est lexico�positif� Soit Psg � �S� R� D�

un poly�edre et �si � S� �rj � R� �dk � D un sommet� un rayon

et une droite v�eri�ant les trois conditions de la proposition�

Tout point de Psg s��ecrit

�v �
X
i


i�si&
X
j

�j �rj&
X
k

k �dk � 
i � � �
X
i


i � �� �j � � �

ou encore

�v �
X
i


i�si &
X
j

�j �rj &
X
j�

�j� �rj� &
X
k

k �dk

avec


i � � �
X
i


i � �� �j � � � �j� � � � �si � �� �rj � � et �rj� � �

Comme pour tout rayon �rj� � � et toute droite �dk nous avons

Level� �rj�� � Level��si� et Level��dk� � Level��si��

nous en d�eduisons que �v� ��

Puisque tous les vecteurs composant �v sont lexico�positifs�

Psg est un poly�edre lexico�positif� �

��



�� L�ensemble des combinaisons convexes des points d�un ensemble X est

�egal �a
Pp

i�� 
ixi� o�u xi � X et les 
i sont des r�eels compris entre � et �

�Schr����

�� Le plus petit poly�edre convexe qui couvre toutes les combinaisons convexes

d�un ensemble de points X est appel�e l�enveloppe convexe de X �not�e

env�X���

�� Soit P� � �S�� R�� D�� et P� � �S�� R�� D�� deux poly�edres� alors

env�P� � P�� � �S� � S�� R� � R�� D� �D��

�� Soit env�X� l� enveloppe convexe d�un ensemble de points de X et conv�X�

l�ensemble des combinaisons convexes des points de X� Les deux relations

suivantes sont v�eri��ees�

 env�X� � conv�X� si X est un ensemble �ni ou X � env�X�"

 env�X� � conv�X� si X est un ensemble in�ni� On a �egalit�e lorsque

conv�X� forme un poly�edre �i�e� un ensemble ferm�e��

Proposition 	�� Soit P� � �S�� R�� et P� � �S�� R�� deux poly�edres pour

lesquels chacune des droites est repr	esent	ee par deux rayons oppos	es dans

R� �respectivement R�� pour P� �respectivement P��� L
	egalit	e env�P� �

P�� � conv�P� � P�� est v	eri�	ee pour chacune des conditions suivantes �

�a� L
un des deux poly�edres est inclus dans l
autre �

�P� � P�� � �P� � P��

�b� Les poly�edres ne sont constitu	es que de sommets �

�R� � �� � �R� � ��

�c� Les ensembles de rayons et droites des deux poly�edres sont identiques �

R� � R�

���



Preuve �

�a� Supposons que P� � P�� alors P� � P� � P��

Comme P� est un poly�edre convexe� env�P�� � conv�P���

Nous d�eduisons que

env�P� � P�� � env�P�� � conv�P�� � conv�P� � P���

�b� Supposons que �R� � �� � �R� � ��� Alors�

env�P� � P�� � �S� � S�� �� � f�v �
P

�i s

�
i &

P

�i s

�
i j

P

�i &P


�i � �� s�i � S�� s
�
i � S�g

D�apr�es la d�e�nition de l�ensemble des combinaisons convexes d�un

ensemble�

conv�P� � P�� � f�v �
P

�i �v� &

P

�i �v� j

P

�i &

P

�i � �� �v� �

P�� �v� � P�g�

Puisque P� et P� ne sont compos�es que de sommets� S� � f �v� g et

S� � f �v� g� il en r�esulte que env�P� � P�� � conv�P� � P���

�c� Supposons que R� � R� � R� Alors�

env�P� � P�� � �S� � S�� R� � f�v �
P

�i s

�
i &

P

�i s

�
i &

P
�jrj j 
�i �

�� 
�i � ��
P

�i &

P

�i � �� �j � �g

Comme
P

�i &

P

�i � �� il existe au moins un 
i non nul� Sans perdre

de g�en�eralit�e� nous prenons 
�k �� �� Nous pouvons traduire �v sous la

forme suivante� �v �
P

�i s

�
i &

P
i��k 


�
i s

�
i & 
�k�s

�
k &

P �j

��
k

rj�

Comme s�k � S��
�j

��
k

� � et rj � R�� le vecteur v� � s�k &
P �j

��
k

rj est un

vecteur de P��

Posons �v �
P

�i s

�
i &
P

i��k 

�
i s

�
i &
�kv

�� Puisque s�i � s
�
i et v

� appartien�

nent �aP� � P�� et que
P

�i &

P

�i � � � alors le vecteur �v appartient

aussi �a conv�P� � P���

Comme tout vecteur �v de env�P� � P�� est inclus dans conv�P� � P���

la relation env�P� � P��  conv�P� � P�� est v�eri��ee� Comme par

d�e�nition� conv�P� � P��  env�P� � P��� nous en d�eduisons que

env�P� � P�� � conv�P� � P���

���



Proposition 	�	 Soit P� et P� deux poly�edres lexico�positifs� Si ��env�P��

P��� �� alors env�P� � P�� � conv�P� � P���

Preuve �

Comme P� � � � P� � �� par d�e�nition de conv�P� � P���

�	 conv�P� � P��� � "

Par d�e�nition� conv�P� � P��  env�P� � P��

Nous en d�eduisons donc que

si ��env�P��P��� �� alors env�P��P�� � conv�P��P��� �


�
�� D�e�nitions

Nous d�e�nissons dans cette sous�section DP et DC�
D�enition 	�	

DP � f �v � Zn � 
�di � D � 

i � � tel que �v �
kX
�


i�di
� kX

i��


i � �g

L�abstraction des d�ependances DP est une approximation de D qui conserve

les informations �utiles� permettant d�e	ectuer certaines transformations comme

les r�eordonnancements de boucles �ordonnancement lin�eaire� �Irig��a� �voir le

chapitre suivant��

Le plus grand ensemble approximant les vecteurs de l�ensemble D et qui

conserve les informations utiles aux r�eordonnancements de boucles est l�enve�

loppe convexe de la fermeture transitive de D � Il correspond �a un c�one convexe

compos�e des vecteurs qui sont combinaison lin�eaire positive des points de D� Ce

c�one est le c�one de d�ependance �not�e DC� �IrTr��b�� DP est inclus dans DC�

Nous donnons la d�e�nition de DC �
D�enition 	��

DC � f �v � Zn j 
�di � D� 

i � ��
kX
i��


i � � tel que �v �
kX
i��


i�dig

Par rapport �a la d�e�nition du c�one de d�ependance propos�ee par F� Irigoin

�IrTr��b� �� une contrainte suppl�ementaire sur 
i �
Pk

i�� 
i � � a �et�e ajout�ee� Cette

�� o�u le c�one de d�ependance est d�e�ni par �DC � f�v j ��di � D� ��i � �� �i�dig

���



contrainte garantit que tout ordonnancement lin�eaire h l�egal pour D restera l�egal

selon DC� La n�ecessit�e de cette contrainte est illustr�ee sur un exemple ��� en

chapitre ��

Une m�ethode de calcul syst�ematique de DP et DC a �et�e pr�esent�ee dans le

rapport �IrTr���� Elle consiste �a projeter le syst�eme de d�ependance sur le sous�

espace des distances de d�ependance� puis �a calculer la partie lexico�positive du

poly�edre par union des n poly�edres Pi" n est le nombre de boucles imbriqu�ees

et Pi est l�intersection du poly�edre initial avec un syst�eme de contraintes de

lexico�positivit�e� L�enveloppe convexe des n poly�edres lexico�positifs est �egale

g�en�eralement au poly�edre de d�ependance DP � Lorsque l�enveloppe convexe

de Pijni�� est plus grande que l�ensemble des combinaisons convexes de Pijni���

DP est compos�e en m poly�edres lexico�positifs le caract�erisant �m � n�� Cet

algorithme est d�etaill�e en section ������

Exemple � �

Calculons maintenant l�abstraction par un poly�edre DP de la d�ependance

S� 	�DP S� �con�it d�acc�es aux �el�ements du tableau T�� dans l�exemple ���� En

ajoutant l��equation d�e�nissant la variable de distance di dans le syst�eme de d�e�

pendance� on obtient le syst�eme de d�ependance initial �

Sys�i� i�� j� di� �

��������
�������

i � j
� � i � n
� � j � n
� � i� � n
di � i� � i

La projection sur le sous�espace di en utilisant l�algorithmede Fourier�Motzkin

donne le syst�eme Sys�di��

��n� �� � di � �n� ��

L�intersection de ce syst�eme avec la condition de lexico�positivit�e di � � donne �

di � �

���



Ceci d�e�nit le poly�edre de d�ependance sous la forme d�un syst�eme lin�eaire� Il

peut �etre repr�esent�e par le syst�eme g�en�erateur suivant �

DP�dep� � � fg� f�g� ��

Dans cet exemple� DP�dep� est �equivalent �a D�dep� parce que D�dep� forme

naturellement un poly�edre �i�e� toute combinaison convexe des �el�ements de D est

encore une �el�ement de D�� Comme� dans cet exemple� la fermeture transitive de

DP est �egale �a DP � DC est d�e�ni par �

DC�dep� � � fg� f�g� ��

Cependant D est souvent un ensemble discret et n�est donc pas forc�ement

un poly�edre� DP est alors un ensemble plus grand que D� Illustrons ce cas par

l�exemple ��

Exemple � �

DO I � �� n

DO J � �� n

S� T�I�	J� � T�I��J�

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

Calculons le syst�eme de d�ependance pour les r�ef�erences au tableau T � T�I��J�

et T�I�	J� et calculons les abstractions D et DP�

Le syst�eme de d�ependance est �

DepSys�i� j� di� dj� �

��������
�������

i& j � i& di & �j & �dj
� � i � n
� � j � n

� � i& di � n
� � j & dj � n

���



Apr�es simpli�cation� on obtient

DepSys�i� j� di� dj� �

��������
�������

di & �dj � �j
� � i � n
� � j � n

� � i& di � n
� � j & dj � n

Ce syst�eme �etant faisable� il existe bien une d�ependance dep entre T�I��J�

et T�I�	J��

�� Calcul de D �

En remplacant respectivement j dans l��equation par l�ensemble des valeurs

que cet indice peut prendre� on obtient n �equations correspondant aux n

poly�edres contraignant le vecteur de distance de d�ependance �di� dj� �

Pi � di & �dj � � � i

Puis on fait l�intersection de Pi avec les conditions lexico�positives sur le vec�

teur de distance de d�ependance �di� dj� �d�e�nissant la d�ependance�� qui se

traduisent� dans le cas de deux boucles imbriqu�ees� par les deux contraintes

suivantes � i� di � �� ii� di � � � dj � ��

P posit�
i �

�
di & �dj � � � i

di � �
� P posit�

i �

���
��

di & �dj � � � i
di � �
dj � �

La partie lexico�positive de Pi est l�union de P posit�
i et P posit�

i �

P posit
i �

�
di & �dj � � � i

di � �

En�n� l�union des
S
��i�n P

posit
i est e	ectu�ee pour obtenir les contraintes

d�e�nissant D�

D�dep� � f �di� dj� � �di � ��� �di & �dj � ���
�di & �dj � ��
�

�

�

�di & �dj � �n� g
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�a� D �dep�

�

�

�

dj

�b� DP �dep�

� �
di

Fig� ��� � D et DP de l
exemple ���

D est illustr�ee en �gure ��� �a gauche par une s�erie de rayons parall�eles� Elle

repr�esente un ensemble discret puisqu�ils existent des points entiers ����� et

����� qui n�appartiennent pas �a D�

�� Calcul de DP �

On projette le syst�eme sur le sous�espace �di� dj��

DiSys�di� dj� �
n
di & �dj � �

Puis� on fait l�union des intersections avec les conditions lexico�positives�

On obtient DP � le poly�edre de d�ependance lexico�positif �

DiSysposit�di� dj� �

�
di & �dj � �
di � �

Sous la forme d�un syst�eme g�en�erateur�

DP�dep� � � f����g� f����� �	����g ��

���



La partie droite de la �gure ��� illustre ce poly�edre�

G�en�eralement� DC peut �etre calcul�e �a partir de DP en ajoutant l�ensemble

des sommets de DP �a l�ensemble des rayons� L�utilisation de DC par rapport �a

DP pour une d�ependance n�a que peu d�int�er�et� car DC est moins pr�ecis que

DP et que son calcul est aussi complexe� Par contre� il permet de repr�esenter

toutes les contraintes transitives entre les it�erations d�un corps de boucles L �

si �i� �d�
�i� et �i� �d�

�i� alors �i� �d
�i� et d � d� & d� � DC�L�

Ces contraintes r�esum�ees par un seul DC sont n�ecessaires et su
santes pour v�eri�

�er� par exemple� la l�egalit�e du partitionnement de boucles �supern-ud �IrTr��a���


�
�
 Calcul de DP et DC

Dans cette sous�section� nous d�etaillons un algorithme qui permet de calculer

ces deux abstractions des d�ependances�

Algorithme

�� Calcul du syst�eme lin�eaire de d�ependances DepSys��i��i�� �v� �v�� �d� �

DepSys��i��i�� �v� �v�� �d� �

���������������������
��������������������

R� ��i��v� � R� ��i�� �v�� ���

A� ��i��v� � �� ���

A� ��i�� �v�� � �� �	�
�d � �i� ��i ���
C� �v � b� ���
C� �v � b� �
�

C�
�v� � b� ���

C�
�v� � b� ���

�v � F �i� ���
�v� � F �i�� ����

�i� �i� sont deux vecteurs d�it�erations� �v� �v� repr�esentent l�ensemble

des variables autres que les indices des boucles apparaissant res�

pectivement dans les fonctions d�acc�es aux �el�ements du tableau

des deux r�ef�erences� �d est le vecteur de distance de d�ependance�

���



Ce syst�eme est compos�e par �

� un ensemble d��equations caract�erisant une d�ependance pos�

sible ������

� un ensemble d�in�equations d�enissant les bornes des boucles

������	���

� un ensemble d��equations d�enissant le vecteur de distance de

d�ependance �d �����

� �eventuellement� un ensemble de containtes invariantes carac�

t�erisant des relations lin�eaires sur �v ������
�� et �v� ����������

fourni par l�analyse s�emantique�

� �eventuellement� un ensemble d��equations caract�erisant �v en

fonction de �i� fourni par la d�etection des variables inductives

�����������

�� si DepSys��i��i�� �v� �v�� �d� est faisable� calcul de la projection � DiSys��d�

du syst�eme initial sur le sous�espace des distances de d�ependance�

par l�algorithme de Fourier�Motzkin �Du�����

DiSys��d� � Proj�DepSys� �d�

	� si le syst�emeDiSys��d� est faisable� calcul de la partie lexico�positive

du poly�edre par union des n poly�edres P posit
i o�u P posit

i est l�intersec�

tion de DiSys��d� avec les conditions de lexico�positivit�e PositCondi�

P posit � ����i�n�P
posit
i ��

P posit
i � DiSys��d� � PositCondi

PositCondi �

�����
����
d� � �
d� � �

���
di � �

	� en fait� l�enveloppe convexe de la projection

���



�� si n��� DP �dep� � P posit

�� si n � �� recherche de l�ensemble minimal des poly�edres convexes

lexico�positifs �proposition 	��� caract�erisant P posit

�a� rechercher deux poly�edres P posit
i et P posit

j � dont l�union peut

�etre remplac�ee par leur enveloppe convexe sans ajouter de

points autres que des combinaisons convexes d�el�ements de

D� en utilisant les conditions de la proposition 	���

� calculer l�enveloppe convexe des deux poly�edres

EnvConv�P posit
i � P posit

j � � �fSi � Sjg� fRi � Rjg� fDi �Djg�

o�u P posit
i � �fSig� fRig� fDig� et P

posit
j � �fSjg� fRjg� fDjg�

� remplacer �P posit
i �P posit

j � dans l�expression de P posit par leur

enveloppe convexe�

�b� retourner en ��a�� jusqu�a ce que P posit ne puisse plus �etre

simpli�e�

�c� DP �dep� � P posit

Discussion

�� L��elimination d�une variable d�un syst�eme par l�algorithme de Fourier�Motzkin

est une m�ethode de projection rationelle� Le fait que DiSys��d� ait des so�

lutions enti�eres ne garantit donc pas que DepSys��i��i�� �v� �d� ait aussi des

solutions enti�eres� Cet algorithme est un test de d�ependance en rationnel�

Si la projection sur le sous�espace des distances est exacte �i�e� la projection

par Fourier�Motzkin est �equivalente �a la projection enti�ere �Anco����� DP

d�e�nit le m�eme ensemble que D � L�exemple ��� illustre ce cas�

�� Lorsque D est un ensemble �ni� l�enveloppe convexe de D est �egale �a l�en�

semble des combinaisons convexes d��el�ements de D� On peut� dans ce cas�

utiliser un seul poly�edre �DP � pour caract�eriser D�

��



�� DC peut �etre calcul�e en ajoutant l�ensemble des sommets de chaque DPi �a

l�ensemble des rayons� Si DP est d�e�ni par

DP �dep� � fDPig � f�f�sig� f�rjg� f�dkg�g

alors

DC�dep� � fDCig � f�f�sig� f�rj � �sig� f�dkg�g

� L�enveloppe convexe des poly�edres ainsi que DC ne peuvent pas �etre re�

pr�esent�es par une forme unique� Les syst�emes r�esultants peuvent contenir

�eventuellement des contraintes redondantes� Des algorithmes qui permet�

tent d��eliminer les redondances dans un poly�edre sous la forme de syst�eme

g�en�erateur sont pr�esent�es dans �Schr����

�� Dans l�algorithme pr�esent�e� on distingue les cas de dimension �� des autres

cas� Lorsque la dimension est �egale �a �� P posit n�est constitu�e que d�un seul

poly�edre lexico�positif� une union serait inutile�

Dans le cas des dimensions sup�erieures �a �� on remplace l�union des deux po�

ly�edres lexico�positifs par leur enveloppe convexe si cette enveloppe convexe

est �egale �a l�ensemble des combinaisons convexes des �el�ements de D� Le

maintien de cette condition pour l�abstractionDP est n�ecessaire pour conser�

ver toutes les informations utiles �a l�application des transformations uni�

modulaires� de partitionnement ou encore au calcul des ordonnancements

multi�dimensionnels �voir chapitre  et ���

Par contre� le remplacement de l�union de deux poly�edres lexico�positifs

par leur enveloppe convexe� m�eme si cette enveloppe convexe n�est pas

lexico�positive� ne fait pas perdre d�ordonnancement mono�dimensionnel

valide� On peut utiliser l�enveloppe convexe des unions de tous les poly�

�edres lexico�positifs pour calculer un ordonnancement mono�dimensionnel�

car l�ensemble des ordonnancements mono�dimensionnels valides obtenu �a

partir de l�enveloppe convexe est identique �a l�ensemble des ordonnance�

ments mono�dimensionnels valides calcul�e �a partir de D �voir chapitre ���

���



Exemple

Consid�erons maintenant le programme de l�exemple ���� Calculons l�abstrac�

tion DP pour la d�ependance dep d�acc�es aux �el�ements du tableau T� T�	�J�M�J�

et T�	�J�M�J��

DO I � �� n

DO J � �� m

DO K � �� l

S� T�	�J�M�J� � X

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Fig� �� � Exemple ���

�� Calcul du syst�eme de d�ependances �

DepSys�i� j� k� di� dj� dk� �

���������������
��������������

�j � �j & �dj
M � j � M � j � dj

� � i � n
� � j � m
� � k � l

� � i& di � n
� � j & dj � m
� � k & dk � l

�� Calcul de la projection sur le sous�espace �di� dj � dk� �

DiSys�di� dj� dk� �
n
dj � �

�� Calcul de la partie lexico�positive de DiSys�di� dj � dk� �

P posit
� �

�
di � �
dj � �

� P posit
� �

���
��

di � �
dj � �
dk � �

���



et sous la forme d�un syst�eme g�en�erateur �

P posit
� � �f��� �� ��g� f��� �� ��g� f��� �� ��g�� P posit

� � �f��� �� ��g� f��� �� ��g� ��

P posit � �P posit
� � P posit

� �

� Recherche de l�ensemble minimal des poly�edres convexes lexico�positifs ca�

ract�erisant P posit

�a�  Calcul de l�enveloppe convexe de P posit �

EnvConv�P posit� � �f��� �� ��� ��� �� ��g� f��� �� ��� ��� �� ��g� f��� �� ��g�

� �f��� �� ��g� f��� �� ��g� f��� �� ��g�

 Comme le niveau de la droite Level��� �� �� � � est inf�erieur au

niveau du sommet Level��� �� �� �� EnvConv�P posit� n�est pas

lexico�positive et l�union de P posit
� et P posit

� ne peut �etre remplac�ee

par son enveloppe convexe�

�b� P posit n�est peut plus �etre simpli��e� Il est compos�e des deux poly�edres

lexico�positifs �P posit
� � P posit

� ��

�c�

DP �dep� � P posit � �DP� �DP��

DP� � P posit
� � �f��� �� ��g� f��� �� ��g� f��� �� ��g�

DP� � P posit
� � �f��� �� ��g� f��� �� ��g� ��

Cons�equence de l�utilisation de l�enveloppe convexe de P posit �

Consid�erons une transformation unimodulaire d�e�nie par la matrice suivante �

M �

�
B	 � � �

� � �
� � �
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�a� P posit
� �b� P posit
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�c� EnvConv�P posit� �d� P posit
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Fig� ��� � Illustration du calcul de DP pour l
exemple ���

���



Testons si cette transformation peut �etre appliqu�ee en utilisant les deux abstrac�

tions des d�ependances DP �dep� et EnvConv�DP ��

 Pour que la transformation d�e�nie par M puisse �etre appliqu�ee selon DP �

il faut que la condition M � DP �dep� � � soit v�eri��ee� Comme DP �

DP� � DP�� la condition �M � DP� � � � M � DP� � �� doit �etre

v�eri��ee�

Comme M � P posit
� � �fM � ��� �� ��tg� fM � ��� �� ��tg� fM � ��� �� ��tg�

� �f��� �� ��g� f��� �� ��g� f��� �� ��g� � �

et M � P posit
� � �fM � ��� �� ��tg� fM � ��� �� ��tg� ��� ��

on a bien M �DP �dep� � ��

M est donc une transformation l�egale d�apr�es l�abstraction DP �

 Pour que la transformation d�e�nie par M puisse �etre appliqu�ee selon

EnvConv�DP �� il faut que la condition M �EnvConv�DP ��dep�� � soit

v�eri��ee� �

Comme M � EnvConv�DP � � �fM � ��� �� ��tg� fM � ��� �� ��tg� fM �

��� �� ��tg� � �f��� �� ��g� f��� �� ��g� f��� �� ��g�

�	 ��M � EnvConv�DP �� ��

Si l�on utilise l�abstraction EnvConv�DP �� la transformation M ne peut pas

�etre appliqu�ee� alors que l�egalement elle peut l��etre� Cet exemple introduit le

probl�eme du choix d�une bonne abstraction des d�ependances� contenant su
�

samment d�information pour pouvoir appliquer les transformations quand elles

peuvent l��etre� C�est le sujet que nous �etudions dans le chapitre suivant�

��� Vecteur de Direction de D�ependance �DDV �

Les abstractions D et DP �ou DC� carat�erisent une d�ependance par l�en�

semble des valeurs que le vecteur de distance �d prend exactement �D� ou par un

sur�ensemble� Ce type d�information bas�e sur la valeur de �d est n�ecessaire pour

l�obtention d�un �bon� ordonnancement apr�es une combinaison de transforma�

tions modi�ant la forme de l�espace d�it�erations� Lorsque la forme de l�espace

���



d�it�erations n�est pas modi��e par la transformation �e�g� l��echange de boucles�

permutation de boucles� l�inversion de boucle�� le changement a	ecte l�ordre ou

le signe des �el�ements de �d� Une autre abstraction conservant un vecteur de signes

de �d appel�ee vecteur de la direction de d	ependance �DDV � a donc �et�e propos�ee�

Chaque vecteur de direction peut avoir une valeur parmi f&� �� �g �Bane���"

pour des raisons historiques� elles sont souvent repr�esent�ees par f� ��� �g

�Wolf����

D�enition 	��

DDV � f �ddv � ���� ��� ���� �n� j S���i� 	� S���i��� ik �k i
�
k �� � k � n�� �i � f�

��� �gg

D�apr�es la d�e�nition ���� un DDV est un c�one dont les faces sont des hyper�

plans orthogonaux aux axes des coordonn�ees� Plusieurs �ddv �el�ementaires peuvent

se r�esumer en utilisant les symboles �etentus f ���� �� �� g o�u ��� �equivaut aux

trois symboles �el�ementaires ����� ��� l�absence totale d�information� Nous illus�

trons par la �gure ��� toutes les unions possibles dans le cas de deux boucles

imbriqu�ees� Le symbole �x� indique que l�union correspondante est soit impos�

sible �i�e� conduit �a des ddv�s lexico�n�egatifs�" soit impr�ecise �i�e� impliquerait des

ddv�s autres que ceux dont on fait l�union��

Une approche hi�erarchique du calcul des ddvs traduisant deux d�ependances

�S�� R�� 	�ddv���
�S�� R�� et �S�� R�� 	�ddv���

�S�� R�� aux deux r�ef�erences R��

R� des instructions S�� S� a �et�e propos�ee �BuCy���� Elle est illustr�ee par la �gure

��� pour le cas o�u S� et S� sont imbriqu�ees dans deux boucles �

Dans ce graphe� chaque noeud repr�esente un ddv �el�ementaire ou un ddv r�e�

sum�e� Au lieu d�appliquer un algorithme de test des d�ependances � fois� pour

tester la faisabilit�e de l�intersersection du syst�eme et d�un ddv a�n obtenir tous

les ddvs possibles� on calcule les ddvs des sommets vers les feuilles� Lorsque une

ind�ependance a �et�e trouv�ee en un point� les ddvs en aval ne sont pas calcul�es�

Si % est l�ensemble des ddvs trouv�es pour la d�ependance de �S��R�� �a �S��R���

Nous avons �

 les ddvs � % lexico�positifs repr�esentent la d�ependance de S� vers S�"
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 les ddvs � % lexico�n�egatifs repr�esentent la d�ependance de S� vers S�

Les algorithmes de test de d�ependance par r�esolution de syst�eme d�in�egalit�es

peuvent �etre utilis�es pour calculer cette hi�erarchie de ddvs� L�ensemble des ddvs

trouv�es par un algorithme moins pr�ecis sera �eventuellement plus grand�

��
 Profondeur de D�ependance �Dependance Le�

vel �DL��

La profondeur de d�ependance a �et�e introduite pour la vectorisation�parall�elisation

de programmes comportant des boucles imbriqu�ees par Allen' Kennedy �AlKe����

Elle donne le niveau de la boucle englobante qui doit rester s�equentielle pour

conserver la lexico�positivit�e des d�ependances �a ce niveau et permettre �eventuel�

lement la parall�elisation de boucles plus internes�

D�enition 	�


DL � fk j 
 �ddv � ���� ��� ���� �n� � DDV t�q� �i � � �� � i � k �

�� � �k � ���g

Une d�ependance de profondeur k peut �etre traduite par une s�erie de contraintes

sur la variable de distance de d�ependance � d� � �� d� � �� ���� dk�� � �� dk � ��

Ces contraintes peuvent �etre int�egr�ees au syst�eme de d�ependance a�n de v�eri�er

l�existence possible �syst�eme satis�able� d�une d�ependance de profondeur k� La

profondeur d�une d�ependance peut donc �etre calcul�ee avec les tests acceptant les

in�equalit�es�

��� Comparaison des pr�ecisions des abstractions

Dans la section pr�ec�edente� nous avons d�e�ni � di	�erentes abstractions des

d�ependances � DI� D� DP� DC� DDV� DL� Nous avons utilis�e informellement

le concept de �pr�ecision� pour comparer une abstraction des d�ependances avec

les autres� Dans cette section� nous d�e�nissons cette pr�ecision�

Parmi toutes ces abstractions des d�ependances� il n�y a que DI qui �enum�ere

pr�ecisement toutes les paires d�it�erations d�ependantes" les autres d�e�nissent un

���



ensemble �exact ou approximatif� des vecteurs de distance de d�ependance� Nous

d�e�nissons un ensemble DIapr approximant DI pour toute abstraction AD autre

que DI � �

D�enition 	�� Dapr�AD� est 	egal �a l
ensemble des vecteurs de distance de d	e�

pendance caract	erisant l
abstraction AD�

D�enition 	�� DIapr�AD� � f ��i��i& �d� ��i ��i& �d � In� �d � Dapr�AD�g�

DI ou l�abstraction DIapr d�e�nissent explicitement toute les contraintes de�

vant �etre respect�ees sur l�ordre d�ex�ecution des instructions� Pour comparer la pr�e�

cison de deux abstractions AD� et AD�� on compare les ensembles DIapr�AD��

et DIapr�AD���

D�enition 	�� AD� est plus pr	ecise que AD� �not	ee AD� � AD�� si

DIapr�AD��  DIapr�AD���

D�apr�es les d�e�nitions ���� ���� DI est inclus dans DIapr�D�� La d�e�nition ���

implique que DI est plus pr�ecise que D �DI � D�� En fait� elle est plus pr�ecise

que toutes les autres abstractions de d�ependance par d�e�nition� Pour comparer les

abstractions AD� autres queDI� on utilisera plut�ot les ensemblesDapr�AD�� plus

compacts que DIapr�AD� puisqu�ils sont tous bas�ees sur les vecteurs de distance

de d�ependance�

Corollaire 	�� AD� est plus pr	ecise que AD� si Dapr�AD��  Dapr�AD���

Preuve �

D�apr�es la d�e�nition ���� AD� � AD� si DIapr�AD��  DIapr�AD���

D�apr�es la d�e�nition ����DIapr�AD��  DIapr�AD�� siDapr�AD��  Dapr�AD���

Nous en d�eduisons donc queAD� � AD�� siDapr�AD��  Dapr�AD��

�

�� DIapr �DI� � DI

���



Les relations existant entre D� DP� DC� DDV� DL sont les suivantes �

Dapr�D�  Dapr�DP �  Dapr�DC�  Dapr�DDV �  Dapr�DL�� Nous en d�edui�

sons le classement � D � DP � DC � DDV � DL�

En g�en�eral� si AD� � AD�� AD� peut �etre calcul�ee �a partir de AD�� Par

contre� l�op�eration inverse n�est pas possible� car deux d�ependances dans AD�

peuvent correspondre �a une m�eme d�ependance dans AD�� Une abstraction plus

pr�ecise permet donc de mieux distinguer les d�ependances�

Une autre d�e�nition de la pr�ecision qui d�ecoule des pr�ec�edentes est la suivante �

D�enition 	��� On dit que AD� est plus pr	ecise que AD�� si les deux conditions

suivantes sur les d	ependances di sont v	eri�	ees �

��� 
 d�� d� � AD��d�� $ � AD��d�� et AD��d�� � AD��d��

��� � d�� d� � AD��d�� � AD��d�� �	 AD��d�� � AD��d��

Elle con�rme le classement des di	erentes abstractions des d�ependances �

DI � D � DP � DC � DDV � DL � � o�u � corrpespond �a une information

nulle �i�e� DIapr��� � f��i��i�� j �i��i� � Ing��

Exemple�

Consid�erons maintenant le programme suivant �

DO I � �� n

DO J � �� n

S� T�I�J� � T��I�J���

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

Calculons les abstractions DI� D� DP � DC� DDV et DL pour la d�ependance

dep d�acc�es aux �el�ements du tableau T � T��I�J��� et T�I�J�

�� calcul de DI �

��



Le syst�eme de d�ependance est �

DepSys�i� j� i�� j�� �

����������
���������

�i � i�

j & � � j�

� � i � n
� � j � n
� � i� � n
� � j � � n

Ce syst�eme admet des solutions enti�eres� la d�ependance dep existe et est

repr�esent�ee par DI de la fa!con suivante �

DI�dep� � f��i� j�� ��i� j & ��� j � � i � n" � � j � ng

�� calcul de D �

Si on introduit les variables de distance di et dj avec � di � i�� i" dj � j�� j

dans le syst�eme initial� on obtient un syst�eme �equivalent �

DepSys�i� j� di� dj� �

����������
���������

di � �i
dj � �

� � i � n
� � j � n

� � i& di � n
� � j & dj � n

En remplacant respectivement i dans l��equation par l�ensemble des valeurs

que cet indice peut prendre� on obtient

D�dep� � f��� k� �� j � � k � ng

�� calcul de DP �

On projette le syst�eme sur le sous�espace �di� dj��

DiSys�di� dj� �

�
di � �
dj � �

DP�dep� � � f�	���g� f����g� ��

���



� calcul de DC �

On calcule DC �a partir de DP en ajoutant l�ensemble des sommets de DP

�a l�ensemble des rayons�

DC�dep� � � f�	���g� f����� �	���g� ��

�� calcul de DDV �

Apr�es les intersections de DiSys�di� dj� avec les contraintes traduisant les

ddvs possibles� on obtient

DDV�dep� � f ��� �� g

�� calcul de DL �

Selon DDV �dep�� il est clair que �

DL�dep� � f � g

La �gure ��� illustre les di	�erentes abstractions des d�ependances pour l�exemple

�� et met en �evidence la pr�ecision des di	�erentes abstractions�

���
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Fig� ��� � Comparaison de pr	ecision des abstractions des d	ependances
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�� Conclusion

Nous avons pr�esent�e dans ce chapitre di	�erentes abstractions des d�epen�

dances � DI� D� DP � DC� DDV� DL et prouv�e que leur pr�ecision est d�ecrois�

sante� Nous avons d�etaill�e les algorithmes de calcul du poly�edre de d�ependance

et du c�one de d�ependance� qui sont int�egr�es �a l�algorithme du test de d�ependance

de PIPS�

Certains syst�emes utilisent des combinaisons de plusieurs abstractions des

d�ependances� C�est le cas de �WoLa��� et �SaTh��� combinant D et DDV �de�

pendence vector �DV�� de la fa!con suivante � dv � �d�� d�� ���� dn� o�u di � Z ou

� ������� ��� La d�ependance est alors repr�esent�ee pour chaque dimension par

la distance �D� si elle est constante� sinon par la direction �DDV�� L�abstraction

DV est moins pr�ecise que la repr�esentation DC pour une d�ependance�

���



���

Chapitre 	

Abstractions des d�ependances et

transformations de boucles

Abstractions des d	ependances et transformations de boucles sont li�ees � Les

d�ependances sont utilis�ees pour v�eri�er la l�egalit�e d�une transformation et une

transformation e	ectu�ee sur un programme va modi�er les relations de d�epen�

dance� Puisque les di	�erentes abstractions des d�ependances ont des pr�ecisions et

des co�uts de calcul et stockage di	�erents� et parce qu�une transformation pourra

�etre d�eclar�ee ill�egale pour une abstraction des d�ependances et pas pour une autre�

le choix d�une abstraction des d�ependances appropri�ee �a une transformation est

important�

Ce chapitre est d�edi�e �a l��etude des relations existant entre les di	�erentes

abstractions des d�ependances et les di	�erentes op�erations de transformation de

programme� Dans la premi�ere section� nous pr�esentons le test de l�egalit�e d�une

transformation� Les conditions permettant de savoir si une abstraction des d�e�

pendances est appropri�ee �a une transformation� c�est �a dire contient l�information

n�ecessaire permettant de savoir si la transformation peut �etre apppliqu�ee l�ega�

lement� sont ensuite d�ecrites� Finalement� nous consacrons la section � �a l��etude

des abstractions des d�ependances pour les transformations de r�eordonnancement�

telles que l
inversion de boucle� la permutation de boucles� les transformations

unimodulaires� le partitionnement et la parall	elisation�

Nous introduisons ici quelques notations utilis�ees au cours du chapitre �

 TR�L� � la transformation TR est appliqu�ee �a la boucle L"



 TRAD � utilisation de AD comme abstraction de d�ependance pour la trans�

formation TR"

 legal�TR�L� � TR�L� est l�egale"

 legal�TR�L�AD� � TRAD�L� est l�egale�

��� L�egalit�e d	une transformation

Dans le but de mieux exploiter le parall�elisme implicite d�un programme� on

transforme les boucles du programme� Ces transformations r�eorganisent les ins�

tances des instructions des boucles et mettent en �evidence le parall�elisme impli�

cite� Les d�ependances sont utilis�ees pour tester la l�egalit�e de la transformation�

Une transformation est l�egale si l�ex�ecution du programme modi��e produit le

m�eme r�esultat que l�ex�ecution du programme initial� Autrement dit� le nouvel

ordre d�ex�ecution des it�erations et des instructions doit conserver toutes les d�e�

pendances initiales �c�est �a dire pr�eserver la lexico�positivit�e des d�ependances��

Nous distinguons� dans la suite de ce chapitre� trois types de transformation de

boucles�

Une transformation de reconstruction �not�ee TRrecons� de boucles r�eor�

ganise les instances d�instruction des boucles en conservant toutes les relations

de d�ependances

�ex� la distribution de boucles�� Une transformation de r�eordonnancement

�not�ee TRreord� est une transformation de reconstruction particuli�ere qui op�ere

sur les it�erations du corps de boucles� C�est une bijection entre deux espaces d�it�e�

rations dont les dimensions sont �eventuellement di	�erentes �i�e� �In � �Jm� �par

exemple� le strip�mining�� Une transformation unimodulaire �not�ee TRunimod�

est une transformation de r�eordonnancement particuli�ere qui correspond �a une

bijection entre deux espaces de m�eme dimension� Elle peut �etre repr�esent�ee par

une matrice �i�e� �In � �Jn� �Jn � M � �In�� L��echange de boucles est un exemple

de transformation unimodulaire� Les di	�erents types de transformation ont des

e	ets di	�erents sur les instructions et les domaines d�it�eration des boucles �

 Une transformation de reconstruction transforme l�ensemble des instruc�

��



tions S��in� en un nouvel ensemble d�instructions S���jm� o�u S� peut �etre

di	�erent de S"

 Une transformation de r�eordonnancement transforme l�ensemble des ins�

tructions S��in� en un nouvel ensemble d�instructions S��jm� o�u m peut �etre

di	�erent de n"

 Une transformation unimodulaire transforme l�ensemble des instructions

S��in� en un nouvel ensemble d�instructions S��jn��

La relation d�inclusion existant entre ces di	�erents types de transformation

est la suivante � TRrecons � TRreord � TRunimod�

Nous pr�esentons dans les trois sections suivantes les tests de l�egalit�e pour ces

trois types de transformation�

����� Transformations de reconstruction

La d�e�nition �� exprime la condition pour qu�une transformation de recons�

truction soit l�egale� La d�e�nition �� d�ecrit ce test de l�egalit�e lorsqu�une abstrac�

tion des d�ependances AD est utilis�ee�

D�enition ��� Une transformation de reconstruction TR�L� est l�egale et not	ee

legal�TR�L�� si pour toute d	ependance Si��in� 	� Sj��i�
n
� existant dans L telle que

TR�Si��i
n�� � S �

i��j
m� et TR�Sj��i�

n
�� � S�

j��j
�
m
��

alors la condition S �
i��j

m� � S�
j��j

�
m
� est v	eri�	ee�

Cette d�e�nition exprime que la lexico�positivit�e des d�ependances doit �etre

pr�eserv�ee� Elle peut �etre employ�e si l�abstraction des d�ependances exacte DI est

utilis�ee� Pour une autre abstraction AD on utilisera �

D�enition ��� Une transformation de reconstruction TRAD�L� � est l�egale et

not	ee legal�TR�L�AD� si pour toute d	ependance Si 	
� Sj de L telle que

� ��i��i�� � DIapr�AD�

�� La transformation TR est appliqu�ee au nid de boucles L et l�abstraction des d�ependances
AD est utilis�ee pour repr�esenter les d�ependances de L

��



et TR�Si��i
n�� � S�

i��j
m� et TR�Sj��i�

n
�� � S�

j��j
�
m
��

alors la condition S �
i��j

m� � S�
j��j

�
m
� est v	eri�	ee�

Si une transformation de reconstruction TR est l�egale d�apr�es la d�e�nition

�� alors la condition de l�egalit�e pour legal�TR�L� de la d�e�nition �� est aussi

v�eri��ee" la proposition inverse n�est pas vraie� La condition �� est su
sante mais

pas n�ecessaire pour tester la l�egalit�e d�une transformation�

Th�eor�eme ��� legal�TRrecons� L�AD� �	 legal�TRrecons� L�

Preuve �

On suppose que TRAD
recons�L� est l�egale d�apr�es la d�e�nition ��� alors

� ��i��i�� � DIapr�AD� avec TR�Si��i
n�� � S�

i��j
m� et TR�Sj��i�

n
�� � S�

j��j
�
m
��

la condition S�
i��j

m� � S�
j��j

�
m
� est v�eri��ee�

Comme DI est la repr�esentation des d�ependances la plus pr�ecise�

DI  DIapr�AD� et � ��i��i�� � DI alors ��i��i�� � DIapr�AD�

Nous d�eduisons que

� ��i��i�� � DI tel que TR�Si��in�� � S�
i��j

m� et TR�Sj��i�
n
�� � S�

j��j
�
m
��

la condition S�
i��j

m� � S�
j��j

�
m
� est aussi v�eri��ee� �

����� Transformations de r�eordonnancement

Dans le cas des transformations de r�eordonnancement� les d�ependances entre

r�ef�erencesSi��in� 	� Sj��i�
n
� correpondent aux d�ependances entre it�erations ��in 	� �i�

n
��

Une d�ependance Si��in� 	� Sj��i�
n
� entre deux instructions d�une boucle L sera sim�

plement repr�esent�ee par une d�ependance entre les it�erations �i ��
�i�� Toutes les

d�ependances entre les it�erations de L peuvent �etre caract�eris�ees par un ensemble�

not�e DI�L�� contenant toutes les contraintes d�ordonnancement ���� entre les

it�erations �ind�ependamment des instructions��

DI�L� � f ��i�� �i�� � �i� ��
�i� � �
Si��i�� 	

� Sj��i��� � ��i� �� �i�� g

��



La conservation de toutes les contraintes d�ordonnancement de DI�L� permet

de respecter toutes les d�ependances entre instructions des boucles�

Les propositions suivantes decrivent les tests de l�egalit�e permettant d�appli�

quer une transformation de r�eordonnancement �a un nid de boucles�

Proposition ��� Une transformation de r	eordonnancement TR d
un nid de boucles

L est l�egale si et seulement si �

� ��in��i
�n� � DI�L� tel que TR��in� � �jm et TR��i

�n� � �j
�m

alors la condition �jm � �j �
m

est v	eri�	ee�

Preuve �

Une transformation de r�eordonnancement TRreord �etant une transfor�

mation de reconstruction particuli�ere� la d�e�nition �� s�applique �a

TRreord � �Si��in� 	� Sj��i�
n
� � L tel que

TRreord�Si��in�� � S�
i��j

m� et TRreord�Sj��i
�n�� � S�

j��j
�m� alors

legal�TRreord� L� �	 �Si��i
n� 	� Sj��i

�n� � L �S �
i��j

m� � S�
j��j

�m�

Comme il s�agit d�une transformation de r�eordonnancement� Si et Sj

appartiennent au m�eme nid de boucles imbriqu�ees et S�
j � Sj � S�

i � Si�

Nous savons que

Si��i
m� � Sj��i�

m
� �	 ��im � �i�

m
� � ���im � �i�

m
� � �Si avant Sj���

et Si��j
m� � Sj��j�

m
� �	 ��jm � �j�

m
�����jm � �j�

m
���Si avant Sj���

Lorsque �in � �i�
n
� apr�es r�eordonancement�

la contrainte ��jm � �j�
m
� � �Si avant Sj� est toujours v�eri��ee� On a

donc �

legal�TRreord� L� �	 � Si��i
n� 	� Sj��i�

n
�� �in �� �i�

n
alors �jm � �j�

m

Ceci est �equivalent �a

legal�TRreord� L� �	 ��in ��
�i
�n alors �jm � �j�

m

legal�TRreord� L� �	 � ��in��i
�n� � DI�L� alors �jm � �j �

m
�

��



Cette proposition peut �etre employ�ee si l�abstraction des d�ependances DI�L�

est utilis�ee� Pour une autre abstraction AD moins pr�ecise que DI�L� on utilisera �

Proposition ��� Une transformation de r	eordonnancement TRAD�L� est l�egale

si et seulement si�

� �in ��
�i
�n � DIapr�AD��L� tel que TR��in� � �jm et TR��i�

n
� � �j

�m�

alors la condition �jm � �j �
m

est v	eri�	ee�

Preuve �

Une transformation de r�eordonnancement TRreord �etant une transfor�

mation de reconstruction particuli�ere� la d�e�nition �� s�applique �a

TRreord �

legal�TRreord� L�AD� �	

� �dep � Si 	
� Sj�� ���in��i

�n� � DIapr�AD��dep� alors Si��jm� � Sj��j
�m�

Puisque toutes les d�ependances intra�it�eration �in � �i
�n sont naturel�

lement respect�ees par une transformation de r�eordonnancement� on

peut les ignorer� On obtient donc pour �in �� �i�
n
�

Si��j
m� � Sj��j

�m� �	 �jm � �j�
m

D�o�u legal�TRreord� L�AD� �	

� �dep � Si 	
� Sj�� ���in��i

�n � � DIapr�AD��dep�� �in �� �i�
n
alors�jm � �j�

m

Ceci est �equivalent �a

legal�TRreord� L�AD� �	 ��in ��
�i
�n � DIapr�AD��L� alors�jm � �j �

m
�

Th�eor�eme ���

legal�TRreord� L�AD� �	 legal�TRreord� L�

Preuve �

Sachant que

legal�TRreord� L�AD� �	 ��in ��
�i
�n � DIapr�AD��L� alors�jm � �j �

m

�



et que DI�L�  DIapr�AD��L�

On a

��in ��
�i
�n � DIapr�AD��L� alors�jm � �j�

m
�	 ��in ��

�i
�n � DI�L� alors�jm � �j�

m

D�o�u �

legal�TRreord� L�AD� �	 legal�TRreord� L� �

����
 Transformations unimodulaires

Une transformation unimodulaire est une bijection entre deux espaces d�it�e�

ration de m�eme dimension In et I
�n� Elle peut �etre caract�eris�ee par une matrice

unimodulaire M o�u �i� � M � �i� La condition pour qu�une d�ependance entre

deux it�erations �i�� i�� soit pr�eserv�ee apr�es une transformation unimodulaire o�u

i�� � M � i�� i
�
� � M � i�� est que i�� � i��� La m�eme relation de bijection existe

entre les deux espaces de distances de d�ependance Dn et D
�n correpondant� Si on

d�e�nit �d � i� � i� et �d� � i�� � i��� alors �d
� � M � �d et

i�� � i�� �	 �d� � �

Pour une transformation unimodulaire� la pr�eservation de la lexico�positivit�e

des d�ependances selon D traduit donc aussi la conservation de la lexico�positivit�e

des d�ependances entre les it�erations de DI�

On peut utiliser un seul ensemble� not�e D�L�� pour caract�eriser tous les vec�

teurs de distance des d�ependances entre les it�erations du nid de boucles �ind�e�

pendamment des instructions��

D�L� � f �d � �d � �i� � �i� � ��i� 	
� �i� � � ��i� �� �i��g

Les propositions suivantes decrivent les tests de l�egalit�e permettant d�appli�

quer une transformation unimodulaire �a un programme�

Proposition ��	 Une transformation unimodulaire TR d
une boucle L est l�e�

gale si et seulement si �

� �dn � D�L� � TRunimod��d
n� � �d�

n

alors la condition �d�
n
� � est v	eri�	ee�

��



Preuve �

Une transformation unimodulaire TRunimod �etant une transforma�

tion de r�eordonnancement particuli�ere� la proposition �� s�applique

�a TRunimod �

� ��in��i
�n� � DI�L� tel que TR��in� � �jm et TR��i

�n� � �j
�m

alors

legal�TRunimod� L� �	 ���in��i
�n� � DI�L� � alors �jm � �j�

m

Comme il s�agit d�une transformation unimodulaire� la dimension de

l�espace d�it�erations ne change pas apr�es transformation et le change�

ment de base peut �etre caract�eris�e par une matrice unimodulaire M

telle que �

m � n et �jm � M ��in et �j�
m
� M � �i�

n

Nous savons que

�dn � D�L� �	 
 ��in��i
�n� � DI�L� avec �dn ��i

�n ��in

et TRunimod��dn� � �d�
n
� M � �dn � �j�

m
� �jm� D�o�u �jm � �j�

m
�	

�d�
n
� �

On a l��equivalence �

���in��i
�n� � DI�L� alors�jm � �j �

m
�	 � �dn � D�L� � TRunimod��dn� � �d�

n

alors �d�
n
� �

Ce qui �equivaut �a

legal�TRunimod� L� �	 � �dn � D�L� tel que TRunimod��dn� � �d�
n

alors �d�
n
� � �

Proposition ��� Une transformation unimodulaire TRAD�L� est l�egale si et

seulement si �

� �dn � Dapr�AD� � TRunimod��d
n� � �d�

n

alors la condition �d�
n
� � est v	eri�	ee�

��



Preuve �

Une transformation unimodulaire TRunimod �etant une transforma�

tion de r�eordonnancement particuli�ere� la proposition �� s�applique

�a TRunimod �

� ��in��i
�n� � DIapr�L� tel que TR��in� � �jm et TR��i

�n� � �j
�m

alors

legal�TRunimod� L�AD� �	 ���in��i
�n� � DIapr�L� alors �j

m � �j �
m

Comme il s�agit d�une transformation unimodulaire� la dimension de

l�espace d�it�erations ne change pas apr�es transformation et le change�

ment de base peut �etre caract�eris�e par une matrice unimodulaire M �

m � n et �jm � M ��in et �j�
m
� M � �i�

n

Comme �dn � Dapr�L� �	 
 ��in��i
�n� � DIapr�L� avec �dn ��i

�n��in

et TRunimod��dn� � �d�
n

� M � �dn � �j�
m
��jm�

Alors� �jm � �j �
m
�	 �d�

n
� �

On a �

���in��i
�n� � DIapr�L� � alors�jm � �j�

m
�	 � �dn � Dapr�L� � TRunimod��dn� � �d�

n

alors �d�
n
� �

Ceci est �equivalent �a �

legal�TRunimod� L�AD� �	 � �dn � Dapr�L� tel que TRunimod��dn� � �d�
n

alors �d�
n
� � �

Th�eor�eme ��	

legal�TRunimod� L�AD� �	 legal�TRunimod� L�

Preuve �

Sachant que �

��



legal�TRunimod� L�AD� �	 ��dn � Dapr�AD� � TRunimod��dn� �

�d�
n
alors �d�

n
� �

et que D�L�  Dapr�AD��L��

On a ��dn � Dapr�AD� � TRunimod��dn� � �d�
n
alors �d�

n
� �

�	 � �dn � D�L� � TRunimod��dn� � �d�
n
alors �d�

n
� �

D�o�u � legal�TRunimod� L�AD� �	 legal�TRunimod� L� �

��� Abstraction appropri�ee �a une transforma�

tion

Rappellons l�ordre de pr�ecisions des � di	�erentes abstractions des d�epen�

dances �

DI � D � DP � DC � DDV � DL �voir la section ����� Dans les proposi�

tions pr�ec�edentes� nous avons propos�e l�utilisation des r�epresentations DI ou D

�DIapr�AD� ou Dapr�AD� pour une abstraction AD � pour tester la l�egalit�e des

transformations� Cependant l�information contenue dans chacune de ces repr�e�

sentations de d�ependances est parfois trop �riche� pour tester la l�egalit�e d�une

transformation� Elles contiennent plus d�information que n�ecessaire au test de

l�egalit�e� et une repr�esentation moins pr�ecise� plus facile �a calculer� peut �etre uti�

lis�ee�

Nous introduisons maintenant les d�e�nitions et th�eor�emes qui permettent de

d�e�nir les abstractions admissibles et minimales permettant de tester la l�egalit�e

d�une transformation TR�

��



D�enition ��	 Soit AD� une abstraction moins pr	ecise que DI� et TR une

transformation de reconstruction� Si pour tout nid de boucles L�

legal�TR�L�DI� �	 legal�TR�L�AD�

�ou �legal�TR�L�AD� �	 �legal�TR�L�DI��

alors l
abstraction AD est admissible pour tester la l	egalit	e de la transforma�

tion TR�

A�n de prouver qu�une abstraction des d�ependances AD est admissible pour

tester la l�egalit�e d�une transformation de reconstruction� on compare les r�esultats

des tests de l�egalit�e obtenus selon DI et AD� Pour une transformation unimodu�

laire� on compare les r�esultats des tests de l�egalit�e obtenus selon D et AD�

Th�eor�eme ��� Soit AD� une abstraction moins pr	ecise que D� et TR une trans�

formation unimodulaire� Si pour tout nid de boucles L�

legal�TR�L�D� �	 legal�TR�L�AD�

�ou �legal�TR�L�AD� �	 �legal�TR�L�D��

alors l
abstraction AD est admissible pour tester la l	egalit	e de la transforma�

tion TR�

Preuve �

D�apr�es la d�e�nition �� et la proposition ���

legal�TRunimod� L�DI� �	 legal�TRunimod� L�D�

D est donc une abstraction admissible pour les transformations uni�

modulaires�

Soit D � AD tel que

legal�TRunimod� L�D� �	 legal�TRunimod� L�AD�

��



Nous obtenons que �

legal�TRunimod� L�DI� �	 legal�TRunimod� L�AD�

D�apr�es la d�e�nition ��� l�abstraction AD est donc admissible pour

tester la l�egalit�e de la transformation TRunimod� �

Les abstractions admissibles pour chacune des transformations sont parfois

multiples� En fait� toute abstraction plus pr�ecise qu�une abstraction admissible

est aussi admissible pour cette transformation�

Th�eor�eme ��� Soit AD une abstraction des d	ependances admissible pour tester

la l	egalit	e d
une transformation TR� alors toute abstraction ADi � ADi � AD�

est aussi admissible pour tester la l	egalit	e de la transformation TR�

Preuve �

Sachant que AD est admissible pour TR�L� et que ADi � AD�

D�apr�es la d�e�nition ���

legal�TR�L�DI� �	 legal�TR�L�AD�

D�apr�es la d�e�nition ���

legal�TR�L�AD� �	 � ��i��i�� � DIapr�AD� avec TR�Si��in�� � S�
i��j

m� et

TR�Sj��i�
n
�� � S �

j��j
�
m
�� alorsS �

i��j
m� � S�

j��j
�
m
��

Comme ADi � AD�

� ��i��i�� � DIapr�ADi� alors ��i��i�� � DIapr�AD�

Nous d�eduisons que

� ��i��i�� � DIapr�ADi� avec TR�Si��in�� � S�
i��j

m� et TR�Sj��i�
n
�� � S�

j��j
�
m
��

alors S�
i��j

m� � S�
j��j

�
m
�

Ceci est �equivalent �a legal�TR�L�AD� �	 legal�TR�L�ADi��

D�o�u legal�TR�L�DI� �	 legal�TR�L�ADi��

D�apr�es la d�e�nition ��� ADi est donc admissible pour tester la l�ega�

lit�e de la transformation TR� �

���



Puisqu�il existe �eventuellement plusieurs abstractions admissibles pour une

transformation� il est int�eressant de trouver celle d�entre elles qui a la pr�ecision

minimale� c�est �a dire la pr�ecision n�ecessaire minimale pour pouvoir tester si la

transformation peut �etre appliqu�ee l�egalement� Nous d�e�nissons ci�dessous une

abstraction minimale�

D�enition ��� Soit AD� une abstraction admissible pour la transformation TR

et AD� telle que � AD� � AD� et �
AD� � AD� � AD� � AD���

Si 
L telle que legal�TR�L�AD�� � ��legal�TR�L�AD��� alors l
abstraction

AD� est minimale pour tester la l	egalit	e de la transformation TR�

Nous �etudions� dans la section suivante� les abstractions des d�ependances ap�

propri�ees pour les transformations de r�eordonnancement telles que � l�inversion

de boucle� la permutation de boucles� les transformations unimodulaires� le par�

titionnement et la parall�elisation�

��� Abstractions approppri�ees aux transforma�

tions de r�eordonnancement

Pour r�eordonnancer les it�erations d�une boucle� on doit conserver toutes les

d�ependances entre it�erations �i� � �i��� l�it�eration �i� doit �etre ordonnanc�ee avant

l�it�eration �i�� Les transformations de r�eordonnancement ne prennent en compte

que les d�ependances sur les it�erations� nous nous int�eressons donc� dans cette

section� uniquement aux contraintes caract�erisant les it�erations d�ependantes� in�

d�ependamment des instructions� Cette particularit�e des transformations de r�eor�

donnancement nous permet de repr�esenter toutes les d�ependances des it�erations

par un seul ensemble de d�ependances AD�L� qui est �egal �a l�union de toutes les

d�ependances entre instructions repr�esent�ees par AD �

Nous pr�esentons maintenant les op�erations permettant de faire l�union des

d�ependances existant au sein du nid de boucles pour chaque abstraction des d�e�

pendances �DI�L��D�L�� DP �L��DC�L��DDV �L�� etDL�L�� On suppose� dans

la suite� qu�un nid de boucles L porte k d�ependances depi� AD�depi� correspond

�a l�abstraction par AD de la i��eme d�ependance�

���



��� DI�L� � f���i�kDI�depi�g

��� D�L� � f���i�kD�depi�g

��� DDV �L� � f���i�kDDV �depi�g

�� DL�L� � f���i�kDL�depi�g

��� DP �L� � ��jDPj ���j�n � n � k� et �jDPj  Conv����i�kDP �depi��

����� DC�L� � ��jDCj���j�n � n � k� et �jDCj  Conv����i�kDC�depi��

����� DC�L� � ��jDCj� si DP �L� � ��jDPj � avec

DCj � �fSdpj
j g� ffRdpj

j � fSdpj
j gg� fDdpj

j g� et

DPj � �fSdpj
j g� fRdpj

j g� fDdpj
j g�

L�union des d�ependances depi repr�esent�ees par DI� D ou DL est �egale �a

l�union des �el�ements apartenant �a chacun des ensembles DI�depi�� D�depi� et

DL�depi��

Les unions l�egales de d�ependances repr�esent�ees par des DDV sont illustr�ees

par la �gure ��� dans la section ���

L�union des d�ependances depi repr�esent�ees par deux DPs ou deux DCs peut

�etre remplac�ee par leur enveloppe convexe sous condition que l�enveloppe convexe

des d�ependances soit �egale �a l�ensemble des combinaisons convexes de ses �el�e�

ments� Lorsque l�enveloppe convexe de l�union des poly�edres contient des �el�ements

qui ne sont pas des combinaisons convexes� DP �L� et DC�L� sont compos�es de

plusieurs petits poly�edres lexico�positifs�

DC�L� peut se calculer de deux mani�eres di	�erentes� par l�union de

DC�depi��� � i � k� et par DP �L��

Les poly�edres r�esultant du calcul de DP �L� et DC�L� poss�edent des �el�ements

redondants� Des algorithmes qui permettent d��eliminer les redondances dans un

poly�edre sous la forme de syst�eme g�en�erateur sont pr�esent�es dans �Schr����

Nous avons les m�emes relations entre les �el�ements repr�esent�es par D�L��

���



DP �L� et DC�L� que celles qui existent entre D�dep�� DP �dep� et DC�dep��

Plus pr�ecis�ement� les �el�ements de DP �L� sont des combinaisons lin�eaires convexes

de D�L� et ceux de DC�L� des combinaisons positives lin�eaires des �el�ements de

D�L��

Nous pr�esentrons maintenant les quatre transformations de r�eordonnancement

les plus classiques � l
inversion de boucle� la permutation de boucles� la transforma�

tion unimudulaire� le partitionnement et la parall	elisation� Pour chacune d�elles

nous pr�esenterons � sa d�escription� son e	et sur le vecteur de distance �d� l�abs�

traction des d�ependances la plus appropri�ee et le test de l�egalit�e associ�e�

��
�� Inversion de boucle �loop reversal�

L�inversion de boucle inverse simplement l�ordre d�ex�ecution des it�erations

d�une boucle� C�est une transformation unimodulaire �el�ementaire�

Sp�ecication �

Invers K �l�� l�� ���� ln� inverse la boucle lk�

do i� � �� u� do i� � �� u�
� � � � � �

do ik � �� uk do ik � uk� ����
� � � �	 � � �

do in � �� un do in � �� un
corps �I� corps �I�

enddo enddo

� � � � � �

enddo enddo

E�et de la transformation sur �d �

si �d � �d�� ���� dk� ���� dn�� Invers K ��d� � �d�� �����dk� ���� dn�

Test de l�egalit�e �

legal�InversK� L� �	 ��d � D�L�� �d�� �����dk� ���� dn�� �

���



L�abstraction admissible et minimale pour pouvoir e	ectuer l�egalement cette

transformation est � DL

Preuve �

�� DL admissible �

Supposons qu�il existe une boucle L telle que InversDL
K �L� soit

ill�egale� Alors �

�k � DL�L� � 
�d � D�L� � �d � ��� �� ���� �� dk� �� ���� �� �dk � ��

et �d� � Invers K ��d� � ��� �� ���� ���dk� �� ���� ��� �

�d� � � �	 InversD K �L� est ill�egale�

Comme D � DL� DL est admissible pour l�inversion de boucle�

�� DL minimale �

Sachant que DL est admissible pour l�inversion de boucle� Nous mon�

trons ici que l�abstractionDL est aussi minimale pour tester la l�egalit�e

de l�inversion de boucle� en prenant un exemple pour lequel la l�egalit�e

est donn�ee par DL et ind�etermin�ee pour l�abstraction moins pr�ecise �

moins pr�ecise que DL ��

Soit L une boucle telle que DL�L� � f p g� p �� k

�a� DL�L� � fpg �	 ��d � D�L�� �d � ��� �� ���� �� dp� �� ���� �� �dp � ��

p �� k �	 Invers K ��d� � ��� �� ���� �� dp� �� ���� ��� �

�	 Invers DL
K �L� est bien l�egale

�b� Pour �� nous n�avons aucune information sur �d� la k�i�eme com�

posante de �d pourrait �etre positive� Il pourrait exister un vecteur

�d � D�L��

�d � ��� �� ���� �� dk� �� ���� �� �dk � �� et Invers K ��d�� ��

�	 Invers� K �L� est ill�egale�

Puisque DL ��� DL est minimale pour l�inversion de boucle�

Test de l�egalit�e associ�e �a l�abstraction minimale DL �

legal�Invers K� L� �	 k �� DL�L�

��� signi�e que l�on ne dispose d�aucune information

��



��
�� Permutation de boucles

La permutation de boucles �echange l�ordre d�ex�ecution des boucles� C�est aussi

une transformation unimodulaire �el�ementaire� L��echange de boucles est une per�

mutation particuli�ere qui n�echange que deux boucles�

Sp�ecication �

Perm P �L� e	ectue une permutationP des boucles de L� L� � �lp��� lp��� ���� lpn��

do i� � �� u� do ip�� � �� up��
� � � � � �

do ik � �� uk do ipk� � �� upk�
� � � �	 � � �

do in � �� un do ipn� � �� upn�
corps �I� corps �I�

enddo enddo

� � � � � �

enddo enddo

E�et de la transformation sur �d �

si �d � �d�� ���� dk� ���� dn�� �d� � Perm P ��d� � �dp��� ���� dpk�� ���� dpn��

Test de l�egalit�e �

legal�Perm P � L� �	 ��d � D�L�� �dp��� ���� dpk�� ���� dpn��� �

L�abstraction admissible et minimale� pour pouvoir e	ectuer l�egalement cette

transformation est � DDV

Preuve �

�� DDV admissible �

Supposons qu�il existe une permutation P telle que PermDDV
P �L� soit

ill�egale�

Alors 
 �ddv � DDV �L� � Perm P � �ddv�� ��

���



�	 
�d � D�L� � ���d� � �ddv et Perm P ����d�� � Perm P � �ddv�� �

o�u

��x� �

���
��

� si x � �
� si x � �
� si x � �

Comme Perm P ����d�� � ��Perm P ��d�� �	 Perm P ��d�� �

�	 PermD
P �L� est ill�egale

Comme D � DL� DDV est donc admissible pour la permutation de

boucles�

�� DDV minimale �

Sachant que DDV est admissible pour toute permutation de boucles

et que DDV � DL� nous montrons ici que l�abstraction DDV est

aussi minimale pour tester la l�egalit�e de la permutation de boucles�

en prenant un exemple pour lequel la l�egalit�e est donn�ee par DDV et

ind�etermin�ee pour une abstraction moins pr�ecise DL�

Soit L � �l�� l�� l�� un nid de boucles tel que �

i� DDV �L� � f����� �� g

ii� DL�L� � f � g

Soit P la matrice de permutation� P���������

�a� DDV �L� � f����� ��g �	

��d � �d�� d�� d�� � D�L� � d� � �� d� � �� d� � ��

Perm��d� � �d�� d�� d��� � �	 PermDDV
P �L� est l�egale

�b� DL�L� � f � g �	 
�d � D�L� � �d � �d�� �� �� et d� � ��

Perm��d� � ��� d�� ��

N�ayant aucun renseignement sur la premi�ere composante de Perm��d��

qui peut �etre n�egative� nous en d�eduisons que PermDL
P �L� est ill�e�

gale�

Puisque DDV � DL et que DL est l�abstraction la plus proche de

DDV dans la hi�erarchie des pr�ecisions des abstractions� DDV est

minimale pour toute permutation de boucles�

Test de l�egalit�e associ�e �a l�abstraction minimale�

legal�Perm P � L� �	 � �ddv � DDV �L�� P erm P � �ddv�� �

���



��
�
 Transformation unimodulaire

Une transformation unimodulaire est une bijection d�un espace In dans I
�n

qui peut �etre caract�eris�ee par une matrice unimodulaire�

Sp�ecication �

TU M �L� e	ectue une transformation unimodulaire d�e�nie par la matrice

M dont le d�eterminant jM j est �egal �a � ou ���

do i� � �� u� do i�� � l��� u
�
�

� � � � � �

do ik � �� uk do i�k � l�k� u
�
k

� � � �	 � � �

do in � �� un do i�n � l�n� u
�
n

corps �I� corps �I ��
enddo enddo

� � � � � �

enddo enddo

o�u I � � M � I� Les nouvelles bornes peuvent �etre calcul�ees �a partir du

syst�eme lin�eaire suivant � ���
��

A� I � B
I � G � I �

G � M��

o�u A� B sont deux matrices d�e�nissant les bornes de I� G� l�inverse de

la matrice M � est la matrice de la changement de base� Un algorithme

permettant de calculer les nouvelles bornes de boucles a �et�e propos�e dans

�Irig��b�� il a �et�e implant�e dans PIPS dans le cadre de cette th�ese�

E�et de la transformation sur �d �

�d� � TU M ��d� � M � �d

E�et sur AD �AD � D� � Soit P �AD� � �S�R�D� le poly�edre repr�esentant les

d�ependances comprises dans AD � �DP� DC� DDV� DL�� Alors

TU M �P �AD�� � M � P �AD� � �M � S� M �R� M �D�

���



Test de l�egalit�e �

legal�TU M � L� �	 ��d � D�L�� M � �d� �

Test de l�egalit�e associ�e �a l�abstraction AD �AD � D � Soit P �AD� � �S�R�D�

le poly�edre repr�esentant les d�ependances comprises dans AD � �DP� DC� DDV� DL��

legal�TU M � L� AD� �	 M � P �AD�� �

L�abstraction admissible et minimale� pour pouvoir e	ectuer l�egalement cette

transformation est � DC

Preuve �

�� DC admissible �

Supposons que TUD
M �L� soit l�egale� alors

��d � D�L�� �d� � TU M ��d� � M � �d� �

��dc � DC�L�� �dc � �
� �d� & ���& 
n �dn� � �
i � ��
Pk

i�� 
i � ��

d�o�u �dc� � TU M ��dc� �M � �
� �d� & ���& 
n �dn�


i � � �	 �dc� � �
Pn

i�� 
i�� �mini�M � �di�� �Pk
i�� 
i � � �	 �dc� � mini�M � �di�� �

TUdc
M �L� est aussi l�egale�

D�apr�es le th�eor�eme �� DC est admissible pour toute transformation

unimodulaire�

�� DC minimale �

Sachant que DC est admissible pour toute transformation unimodu�

laire et que

DC � DDV dans la hi�erarchie des pr�ecisions des abstractions des d�e�

pendances pr�esent�ee� nous montrons ici que l�abstraction DC est aussi

minimale pour tester la l�egalit�e d�une transformation unimodulaire�

en prenant un exemple pour lequel la l�egalit�e est donn�ee par DC et

ind�etermin�ee pour une abstraction moins pr�ecise DDV �

�� o�u mini�list de vecteurs� est le vecteur minimal lexicographique

���



Soit L � �l�� l�� un nid de boucles et un ensemble de d�ependances

repr�esent�ees par les deux abstractions suivantes

ii� DC�L� � �f������g� f������� ��� ��g� ��

iii� DDV �L� � f�����g�

Un tel cas correspond� par exemple� �a une d�ependance constante�

Soit TUM�L� la transformation unimodaire d�e�nie par la matrice �

M �

�
� �
� �

�

�a� DC�L� � �f������g� f������� ��� ��g� ��

M �DC�L� � � f������g� f������� ��� ��g� ��� �

�	 TUDC
M �L� est l�egale

�b� DDV �L� � f�����g� P �DDV � � �f������g� f��� ��� ������g� ��

TU M �DDV � � M�P �DDV � � �f������g� f���� ��� �������g� ��

�	 ��TU M �DDV �� ��

�	 TUDDV
M �L� est ill�egale�

Comme DC � DDV et que DDV est l�abstraction dont la pr�ecision

est la plus proche dans la hi�erarchie des pr�ecisions des repr�esentations

des d�ependances� DC est minimale pour toute transformation unimo�

dulaire�

Test de l�egalit�e associ�e �a l�abstraction minimale�

Soit DC�L� � ����i�kDCi�� legal�TU M � L� �	 ���i�k�M �DCi � ��

��
�� Partitionnement de boucles �tiling�

Le partitionnement d�un nid de boucles de dimension n d�ecoupe le domaine

d�it�erations par p familles d�hyperplans parall�eles� La forme et la taille des blocs

de partitionnement sont d�e�nies par p vecteurs rationnels H � � �h�� �h�� ���� �hp�

tels que les p plans sont respectivement orthogonaux aux p vecteurs de H� Cette

transformation est une bijection d�un espace In dans In�p� Nous considerons�

���



dans la suite de cette section� le cas le plus g�eneral o�u p � n�

Sp�ecication �

PartH�L� e	ectue un partitionnement caract�eris�e par H d�un nid de boucles

L�

do it� � tl�� tu�
do i� � �� u� � � �

� � � do itn � tln� tun
do ik � �� uk do il� � ll�� lu�

� � � � � �

do in � �� un �	 do iln � lln� lun
corps �I� corps �IL�

enddo enddo

� � � � � �

enddo enddo

enddo enddo

� � �

enddo

Deux it�erations de l�espace initial i�� i� appartiennent au m�eme

bloc �tile� si et seulement si �IrTr��a�

�b �h� � i�c� b �h� � i�c� ���� b �hn � i�c� � �b �h� � i�c� b �h� � i�c� ���� b �hn � i�c�

Test de l�egalit�e � Apr�es partitionnement� le r�eordonnancement s�e	ectue �a deux

niveaux� Il faut un ordonnancement au niveau des blocs de partitionnement

et un ordonnancement des it�erations contenues dans chacun des blocs� Pour

un bloc� les relations de d�ependances entre les it�erations qu�il contient sont

sans cycle� Il existe donc toujours une r�eordonnancement des it�erations �a

l�int�erieur d�un bloc conservant toutes les relations de d�ependances des it�e�

rations� L�existence d�un r�eordonnancement possible des blocs impose de

m�eme que les relations des d�ependances entre les blocs soient partielles �o�u

que l�ex�ecution du bloc soit atomique�� Deux conditions admissibles ont �et�e

propos�ees dans la litt�erature �IrTr��a��

���



Un partitionnement d�eni par H est l�egal �legal�PartH� L�� si une

des deux conditions suivantes est v�eri�ee � �

��d � D�L�� H � �d � �� ���

��d � D�L�� H � �d � �� ���

Test de l�egalit�e associ�e �a l�abstraction AD �� D� � Soit P �AD� � �S�R�D�

le poly�edre repr�esentant les d�ependances comprises dans AD � �DP� DC� DDV� DL��

�H � P �AD� � ��� � �H � P �AD� � ��� �	 legal�PartH� L� AD�

Description des conditions H �DC�L� � �� et H �DC�L� � �� �

�� H �DC�L� � �� si et seulement si les conditions suivantes sont v�eri��ees �

�DCi � DC�L� avec DCi � �f�sig� f�rjg� f�dkg��

 �si� H � si � ���

 �rj� H � rj � ���

 �dk� H � dk � ���

�� H �DC�L� � �� si et seulement si les conditions suivantes sont v�eri��ees �

�DCi � DC�L� avec DCi � �f�sig� f�rjg� f�dkg��

 �si� H � si � ���

 �rj� H � rj � ���

 �dk� H � dk � ���

L�abstraction admissible et minimale� pour pouvoir e	ectuer l�egalement cette

transformation est � DC

Preuve �

�� DC admissible �

Supposons que PartDH�L� soit un partitionnement l�egal pour lequel D

	� �� ��� implique que chaque �el�ement est sup�erieur ou �egale �a �

���



satisfait la condition ��� ci�dessus� Alors�

��d � D�L�� H � �d � ��

Pour �dc � DC�L�� �dc � �
� �d� & ���& 
n �dk� �
i � ��
Pk

i�� 
i � ��

H � �dc � �
�H � �d� & ���& 
nH � �dk�


i � � �	 H � �dc � �
Pk

j�� 
j� � �mini�H � �dj��Pk
i�� 
i � � �	 H � �dc � mini�H � �dj� � ��

D�apr�es la condition ���� PartDC
H �L� est aussi l�egal�

D�apr�es le th�eor�eme �� DC est une abstraction admissible pour le

partitionnement de boucles�

�� DC minimale �

Sachant que DC est admissible pour le partitionnement de boucles et

que DC � DDV � nous prenons ici un exemple pour lequel la l�ega�

lit�e du partionnement est donn�ee par DC et ind�etermin�ee pour une

abstraction moins pr�ecise DDV �

Soit L � �l�� l�� un nid de boucles et un ensemble de d�ependances

repr�esent�ees par les deux abstractions suivantes

i� DC�L� � � f��� ��g� f��� ��� ��� ��g� ��

ii� DDV �L� � ����� � � f��� ��g� f��� ��� ��� ��g� ��

et illustr�ees par les �gures �� �a�� �b��

Soit le partitionnement d�e�ni parH � �h�� h��� h� � ����������� h� �

����� ��

�a� DC�L� � ff��� ��g� f��� ��� ��� ��g� �g

�	 H �DC�L� � � f��� ����g� f����� ����� ��� ����g� ��

Comme si et rj � H�DC�L� � �� et que dk � � �	 H�DC�L� � ��

D�apr�es la condition ��� du test de l�egalit�e� PartDC
H �L� est l�egal�

�b� DDV �L� � f ����� g � � f��� ��g� f��� ��� ��� ��g� ��

�	 H �DDV �L� � � f��� ����g� f����� ����� ������ ��g� ��

�s� � ��� ���� � ��� � r� � ������ �� � ���

�	 ��H �DDV �L� � ��� � ��H �DDV �L� � ���

PartDDV
H �L� est donc ill�egal�

���



Les relations de d�ependances entre les blocs associ�es �a DC�L� et

DDV �L� sont illustr�ees par les �gures �� �c�� �d��

Puisque DC � DDV � DC est minimale pour tout partitionnement de

boucles

Test de l�egalit�e associ�e �a DC �

����i�k�H �DCi � ���� � ����i�k�H �DCi � ���� �	 legal�PartH� L�

��
�� Parall�elisation de boucles

La parall�elisation est une transformation unimodulaire particuli�ere TUM o�u

M est la matrice unit�e� Elle revient �a projeter les d�ependances sur un sous�espace

ne comportant que les boucles s	equentielles�

Sp�ecication �

Para PV �L� parall�elise le nid de boucles L selon le vecteur de parall�elisation

PV � �pv���� pv���� ���� pv�n�� dont les indices sp�eci�ent les boucles �a paral�

l�eliser �

pv�k� �

�
� la k � ieme boucle est parallele
� la k � ieme boucle est sequentielle

Le nid de boucles apr�es parall�elisation est illustr�e par la �gure suivante� o�u

dol�
k
�

�
doall si pv�k� � �
do si pv�k� � �

do i� � �� u� dol�
�

i� � �� u�
� � � � � �

do ik � �� uk dol�
k
ik � �� uk

� � � �	 � � �

do in � �� un dol�n in � �� un
corps �I� corps �I�

enddo enddol�n
� � � � � �

enddo enddol�
�
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Note� repr�esente la relation de d�ependance entre les blocs�

repr�esente la relation de d�ependance entre les it�erations�

di

dj

�a� DC �L�

di

�b� DDV �L�

dj

i

�c� Le partitionnement correspondant �a DC�L�

j j

i

�d� Le partitionnement correspondant �a DDV�L�

���	�

��
��

�	
��

�
��

�	
��

Fig� �� � Le partitionnement H � ������������� ����� ��� selon DC�L� et
DDV �L�
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E�et de la transformation sur �d �

si �d � �d�� ���� dk� ���� dn�� Para PV ��d� � PV � �d � �di�� ���� dik� ���� dim�

o�u i�� ���� ik� im sont les indices des boucles s�equentielles�

Test de l�egalit�e �

legal�Part PV � L� �	 ��d � D�L�� Para PV ��d�� �

L�abstraction admissible et minimale� pour pouvoir e	ectuer l�egalement cette

transformation est � DDV

Preuve �

�� DDV admissible �

Supposons qu�il existe une transformation PV telle que ParaDDV
PV �L�

soit ill�egale�

Alors� 
 �ddv � DDV �L� � PV � �ddv � ��

�	 
�d � D�L� � ���d� � �ddv et PV � ����d�� � PV � � �ddv�� � o�u

��x� �

���
��

� si x � �
� si x � �
� si x � �

Comme PV � ����d�� � ��PV � ��d�� �	 Para PV ��d�� �

�	 ParaD PV �L� est ill�egale�

�� DDV minimale �

Sachant que DDV est admissible pour tester la l�egalit�e d�une paral�

l	elisation et que DDV � DL� nous montrons ici que l�abstraction

DDV est aussi minimale pour tester la l�egalit�e de la parall�elisation de

boucles� en prenant un exemple pour lequel la l�egalit�e est donn�ee par

DDV et ind�etermin�ee pour une abstraction moins pr�ecise DL�

Soit L � �l�� l�� un nid de boucles dont les d�ependances sont repr�esen�

t�ees par les deux abstractions suivantes �

i� DDV �L� � f�����g

ii� DL�L� � f � g

���



Soit PV le vecteur de parall�elisation � ��� �� sp�eci�ant que la boucle l�

est parall�ele et que la boucle l� est s�equentielle�

�a� DDV �L� � f�����g �	

Para PV �DDV �L�� � PV �DDV �L� � f���g � �

�	 ParaDDV
PV �L� est l�egale�

�b� DL�L� � f � g �	 
�d � D�L� � �d � �d�� �� et d� � ��

Para PV ��d� � ���

N�ayant aucun renseignement sur la seule composante de Para PV ��d��

qui peut �etre n�egative� nous en d�eduisons que ParaDL
PV �L� est

ill�egale�

Puisque DDV � DL et que DL est l�abstraction des d�ependances la

plus �proche� en pr�ecision de DDV � DDV est minimale pour toute

parall	elisation de boucles�

Test de l�egalit�e associ�e �a l�abstraction minimale�

legal�Para PV � L� �	 � �ddv � DDV �L�� Para PV � �ddv�� �

��� Conclusion

Nous avons introduit� dans ce chapitre� la condition n�ecessaire et su
sante

d�utilisation d�une abstraction AD pour tester la l�egalit�e d�une transformation

TR� Nous avons montr�e que l�abstraction admissible et minimale

 pour toute inversion de boucle est DL�

 pour toute permutation de boucles est DDV �

 pour toute transformations unimodulaire est DC�

 pour tout partitionnement �i�e� tiling� est DC�

 pour toute parall�elisation de boucles est DDV �

L�abstraction DL est g�en�eralement utilis�ee pour appliquer l�egalement la dis�

tribution de boucles car des graphes de d�ependances de profondeurs di	�erentes

sont utilis�es�

���



La transformation Loop skewing est toujours l�egale �Wolf���� mais modi�e la

repr�esentation des d�ependances� Pour que l��echange de boucles apr�es une loop

skewing permette l�obtention d�un ordonnancement optimal� la repr�esentation

des d�ependances doit �etre pr�ecise� Quand la distance de d�ependance n�est pas

constante� le DDV est souvent utilis�e �Wolf���� cependant DC est la repr�esenta�

tion minimale et admissible car le loop skewing est une transformation unimodu�

laire particuli�ere�

Certaines transformations ont besoin d�informations particuli�eres pour pou�

voir �etre e	ectu�ees l�egalement� La fusion de boucles a besoin de conna�.tre les

d�ependances sur les deux boucles devant �etre fusionn�ees �Wolf��a�� La transfor�

mation Index set splitting a besoin de l�information � crossing threshold indiquant

la valeur du point o�u l�on e	ectue la scission du domaine �AlKe����

Une d�ependance r�esultant d�une r�eduction doit �etre trait�ee de mani�ere particu�

li�ere car l�ordre d�ex�ecution des op�erations e	ectuant cette r�eduction n�in�uence

pas le r�esultat� Le fait de savoir que la d�ependance correspond �a une r�eduction

permet d�e	ectuer certaines transformations telles que � l�inversion de boucle et

l��echange de boucles puisque le signe de la d�ependance est sans importance� Il en

est de m�eme pour des op�erations qui conduisent �a ce type de d�ependances� Les

abstractions que nous avons pr�esent�ees ne poss�edent pas cette information� Il est

possible de repr�esenter une r�eduction R par un DDV �etendu en �elargissant l�en�

semble des �el�ements qu�un ddv peut prendre �a f���� ������ �� Rg �Wolf��a��

Cependant� il apparait impossible de repr�esenter l�information d�une r�eduction

sur une �ou plusieurs� boucle�s� par un DC� car ce type d�information ne s�ex�

prime pas par un poly�edre�

���
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Chapitre 


R�eordonnancement mono et

multidimensionnel d�un nid de

boucles

Plusieurs types de parall�elisation d�un programme sont possibles� entre autres�

il peut �etre parall�elis�e au niveau des it�erations ou des instructions� Rappelons que

nous nous int�eressons dans cette th�ese �a la parall	elisation des it	erations des nids

de boucles du programme�

Dans les chapitres pr�ec�edents� nous avons pr�esent�e les algorithmes de calcul

des d�ependances� les di	�erentes abstractions utilis�ees pour les mod�eliser et les abs�

tractions les plus appropri�ees �a certains types de transformation� Pour exploiter

au mieux le parall�elisme implicite d�un programme une s�erie de transformations

est en g�en�eral appliqu�ee �a ce programme� Une version parall�ele est ensuite d�eduite

de ce nouvel ordonnancement des boucles�

Nous avons vu dans le chapitre � que les transformations unimodulaires

�etaient tout particuli�erement int�eressantes pour la parall�elisation des it�erations�

L�ensemble de ces transformations peut �etre caract�eris�e par une seule matrice

unimodulaire� Le calcul d�une matrice unimodulaire permettant d�obtenir une

parall�elisation optimale d�un nid de boucles est plus simple que la recherche d�un

ordre optimal �a l�application d�une s�erie de transformations� La m�ethode hyper�

plane est une m�ethode de parall�elisation bas�ee sur les transformations unimodu�

laires� L�exemple ��� illustr�e dans le chapitre � montre qu�elle est plus e
cace que

la m�ethode d�Allen ' Kennedy� L��etude des m�ethodes de r�eordonnancement par



application de transformations unimodulaires est donc importante� Nous pr�esen�

tons� dans ce chapitre� ce type de m�ethodes�

La parall�elisation correspond �a un probl�eme de r�eordonnancement des it�e�

rations d�un nid de boucles� conduisant �a leur ex�ecution parall�ele� D�e�nir l�or�

donnancement d�un nid de boucles de dimension n consiste �a trouver une base de

temps de dimension p et une base d
espace de dimension q telles que n � p&q� Un

ordonnancement de dimension p pour un nid de n boucles correspond �a la g�en�e�

ration d�un nouveau nid de boucles o�u les p boucles externes sont s�equentielles et

les n� p boucles internes parall�eles� Dans ce chapitre� nous pr�esentons comment

trouver un ordonnancement mono�dimensionnel et bi�dimensionnel en fonction

de l�abstraction DC des d�ependances contenues dans ce nid de boucles� Nous

supposons� dans ce chapitre� que les boucles devant �etre parall�elis�ees sont des

boucles imbriqu�ees et que l�espace de vecteurs de distance de d�ependance est full

dimensionnel �IrTr��b�� Lorsque l�espace des vecteurs de distance de d�ependance

n�est pas full dimensionnel� il existe des boucles naturellement parall�eles� pour

lesquelles les projections sur les vecteurs de distance sont nulles ou ont des DDV

�egaux �a ���� Dans ce cas� on d�eplace ces boucles parall�eles �a l�ext�erieur� pour se

ramener �a un espace de vecteurs de distance de d�ependance full dimensionnel�


�� Ordonnancement lin�eaire mono�dimensionnel

Un ordonnancement lin�eaire mono�dimensionnel d�un nid de n boucles cor�

respond �a un ordonnancement des boucles de mani�ere �a ce que l�ensemble des

d�ependances soient port�ees par la boucle la plus externe �qui correspond �a la di�

rection de l�ordonnancement�� les �n��� autres boucles �etant parall�eles� Ce type

d�ordonnancement caract�erise la m	ethode hyperplane � l�ordonnancement lin�eaire

est d�e�ni par un vecteur �h� les it�erations parall�eles �i appartiennent �a des hyper�

plans� v�eri�ant �h ��i � c� qui sont orthogonaux �a la direction de l�ordonnancement�

���



Le sch�ema parall�ele d�un ordonnancement mono�dimensionnel est le suivant �

DO i�� � l��� u
�
�

DOALL i�� � l��� u
�
�

� � �

DOALL i�n � l�n� u
�
n

corps �I ��

ENDDOALL

� � �

ENDDOALL

ENDDO

Un ordonnancement lin�eaire mono�dimensionnel est caract�eris�e par un vec�

teur a
ne �h donnant la direction de l�hyperplan s�equentiel� Lorsqu�on trouve un

ordonnancement l�egal �h� la g�en�eration du code parall�ele� pr�ec�edemment pr�esent�e�

revient �a calculer une matrice unimodulaire M � �m�� ���mn�t o�u m� � �h �et o�u

la transformation du nid de boucles est repr�esent�ee par I � �M � I� et �a calculer

les bornes des nouveaux vecteurs de base� Un algorithme permettant de calculer

la matrice de changement de base M �a partir du vecteur d�ordonnancement �h

et d�obtenir les nouvelles bornes des boucles a �et�e propos�e par F� Irigoin dans

�Irig��b�� Cet algorithme a �et�e implant�e dans PIPS dans le cadre de cette th�ese�

����� Ordonnancement lin�eaire l�egal

Un ordonnancement �h est l�egal s�il satisfait pour tout vecteur de distance de

d�ependance �

��d � D� �h � �d � � �����

L�ensemble des ordonnancements l�egaux H selon D est d�e�ni par �

H � f�h � ��d � D� �h � �d � �g �����

Les abstractions des d�ependances DC et DP �etant plus faciles �a calculer et

plus compactes que D� nous introduisons les ordonnancements l�egaux selon DC

et DP �

���



L�ensemble des ordonnancements l�egaux HP �respectivementHC� selon DP

�respectivement DC� est d�e�ni par �

HP � f �hp � ��d � DP � �hp � �d � �g �����

HC � f �hc � ��d � DC � �hc � �d � �g ����

L�ensemble des ordonnancements l�egaux HDV selon DDV est d�e�ni par �

HDV � f �hv � ��d � Dapr�DDV � � �hv � �d � �g �����

L�ordonnancement HP d�e�ni en ����� est �equivalent �a l�ordonnancement H

d�e�ni en ����� �i�e� H � HP � �voir �Irig��a��� La repr�esentation DP peut donc

�etre aussi utilis�ee pour calculer un ordonnancement lin�eaire mono�dimensionnel

l�egal� sans aucune perte de parall�elisme� L�utilisation de DC� tel qu�il est d�e�ni

dans �IrTr��b� �not�e �DC�� ne conduit pas toujours �a un ordonnancement lin�eaire

optimal �certaines boucles pouvant �etre s�equentielles alors qu�elles peuvent �etre

parall�elis�ees�� La nouvelle formulation deDC que nous avons propos�ee en �� per�

met de r�esoudre ce probl�eme� Nous illustrons cette am�elioration avec l�exemple

���� En tenant compte de cette nouvelle d�e�nition� l�abstraction DC peut �etre

aussi utilis�ee pour calculer un ordonnancement lin�eaire mono�dimensionnel l�egal�

sans perte de parall�elisme �i�e HC � H� voir le th�eor�eme ����� Par contre� l�uti�

lisation de l�abstraction DDV � pour calculer un ordonnancement lin�eaire mono�

dimensionnel l�egal� peut conduire �a une perte de parall�elisme �i�e� HDV  H�

voir l�exemple �����

Th�eor�eme ��� L
ensemble des ordonancements lin	eaires l	egaux pour DC �����

est 	egal �a l
ensemble des ordonnancements lin	eaires l	egaux pour D�

Preuve

��� Comme D  DC� d�apr�es les d�e�nitions ������ ����� et �� on a

aussi HC  H�

��� Pour prouver que H  HC� il su
t de prouver que chaque vecteur

�h de H est aussi un �el�ement de HC�

���



Soit �h � H� D�apr�es la d�e�nition ������

��d � D� �h � �d � �

Soit �d un vecteur quelconque de DC� D�apr�es la d�e�nition ���

�d �
kX
i��


i�di � 
i � � �
kX
i��


i � �

Alors�

�h � �d �
kX
i


i�h � �di � �
kX
i


i�� �min
i
��h � �di��

Puisque
Pk

i�� 
i � ��

�h � �d � min
i
��h � �di� � �

�h est donc aussi un �el�ement de HC

R�esultant de ��� et ���� HC est �egal �a H� �

L�ensemble des ordonnancements lin�eaires l�egaux H selon D peut �etre rep�e�

sent�e par un poly�edre �voir �IrTr��b�� �

Th�eor�eme ��� L
ensemble des ordonnancements lin	eaires l	egaux H selon D est

un poly�edre d	eduit des syst�emes g	en	erateurs de DP ou DC �soit �f�si g� f�rj g�

f�dk g�� �

�� Si �i �si �� ��� H est d	e�ni par �

����
���
�i� �h � �si � �

�j� �h � �rj � �

�k� �h � �dk � �

�� si 
i �si � �� et s
il n
existe aucune droite � jf�dkgj � �� alors il n
y a pas de so�

lution �a la condition ������ Le cas d
un sommet nul illustre une d	ependance

sur une m�eme it	eration� et ce type de d	ependance est conserv	ee naturelle�

ment par toutes les transformations de r	eordonnancement� Elle peut donc

�etre ignor	ee� Le syst�eme H se d	e�nit alors par �

�
�i t�q� �si �� ��� �h � �si � �

�j� �h � �rj � �

���



�� Sinon H � ��

Lorsque les d�ependances repr�esent�ees par desDDV s sont traduites sous forme

d�un ensemble de d�ependances Dapr�DDV �� de�ni par un syst�eme g�en�erateur�

l�ensemble des ordonnancements lin�eaires l�egaux HDV peut �etre calcul�e de la

m�eme mani�ere que HP et HC� La conversion des DDV s sous forme de syst�eme

g�en�erateur a �et�e �etudi�ee dans le rapport �Irig��a��

Nous supposons� dans la suite� que l�ex�ecution d�une it�eration prend une unit�e

de temps et que le nombre de processeurs disponibles pour l�ex�ecution des t�aches

parall�eles est illimit�e� L�ordonnancement optimal est d�e�ni comme �etant celui qui

minimise le temps d�ex�ecution total des boucles� Comme le temps d�ex�ecution

entre deux it�erations i� et i� est jh � �i�� i��j� une des conditions pour l�obtention

d�un ordonnancement optimal hoptim est �

hoptim � min�max�h � �i� � i���� � h � H� i�� i� � In

S�il existe des param�etres au sein du domaine d�it�erations In� l�algorithme du

simplexe param�etr�e PIP �Feau��� est applicable�

����� Exemple

Nous illustrons ici� sur l�exemple ���� la recherche ��� de l�ensemble des ordon�

nancements lin�eaires l�egaux selon les di	�erentes abstractions � DC� �DC� DDV "

��� et le code parall�ele g�en�er�e avec un ordonnancement qui est optimal�

DO I � �� N

DO J � �� N

S�� V�I� � W�I�J�

S	� W�I� � V�I�J�

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

���



�� Calcul de DC�L� �

Les d�ependances et leur abstraction DC pour ce nid de boucles sont �

 dep� � V �I� �� V �I�

Sys�di� dj� �
n
di � � �	 DC�dep�� � ff��� ��g� f��� ��g� �g

 dep� � W �I� �� W �I�

DC�dep�� � DC�dep��

 dep� � V �I & J� �� V �I�

Sys�di� dj� �

�
di � �

di& dj � �
�	 DC�dep�� � ff��� ��g� f��� ��� ������g� �g

 dep � W �I & J� �� W �I�

DC�dep� � DC�dep��

L�union des DCs �el�ementaires de chacune des d�ependances est d�e�nie par �

DC�L� �


��i��

DC�depi� � ff��� ��g� f��� ��� ������g� �g

�� Calcul de l�ensemble des ordonnancements l�egaux pour DC � HC est d�e�ni

par le syst�eme de contraintes sur �h � �h�� h�� �

���
��

h� � �
h� � �
h� � h� � �

�	

�
h� � �
h� � h� � �

Le c�one de d�ependance DC et le poly�edre HC sont illustr�es sur les �gures

��� �a�� �b��

�� Calcul de l�ensemble des ordonnancements pour �DC � H �C �

Pour mettre en �evidence l�am�elioration apport�ee �a la d�e�nition du c�one de

d�ependance� propos�ee en ��� calculons maintenant �DC�L� et H �C�

�DC�L� � f�� f��� ��� ������g� �g

��



Puisque �DC contient un sommet nul� Le syst�eme de contraintes pour H �C

est

�
h� � �
h� � h� � �

�DC et le poly�edre H �C sont illustr�es sur la �gure ��� �c�� �d��

La �gure ��� met en �evidence l�ordonnancement h � ��� �� l�egal pour DC

mais non l�egal pour �DC�

� Calcul de l�ensemble des ordonnancements l�egaux pour DDV �L�� HDV �

Le DDV du nid de boucles correspond �a l�union des DDV s �el�ementaires�

Pour cet exemple �

DDV �L� � f��� ��� ��� ��g

HDV �L� est donc l�intersection de HDV �ddv�� et HDV �ddv���

Les ordonnancements l�egaux pour les deux ddvs � ddv� � ��� ��� ddv� � ��

� �� peuvent se calculer de la fa!con suivante �

 comme le syst�eme g�en�erateur de ddv� est ff��� ��g� f��� ��g� �g�

HDV �ddv�� �
n
h� � �

 comme le syst�eme g�en�erateur de ddv� est ff��� ��g� �� f��� ��gg�

HDV �ddv�� �

�
h� � �
h� � �

Il n�exite donc aucun ordonnancement l�egal selon les DDV � car

HDV �ddv�� �HDV �ddv�� � �

�� G�en�eration du code parall�ele pour l�ordonnancement h�������

Dans cet exemple� l�ordonnancement h � ��� �� est l�egal et m�eme optimal

puisqu�il correspond au seul sommet du poly�edre H �� Nous donnons ici les

�� Si le poly�edre entier caract�erisant l�ordonnancement H a un seul sommet qui est entier� il
est alors l�ordonnancement optimal Dowl����

���
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h�

h�

h�h������ est non valide

�c� �D �d� H �D

�a� DC �b� HC

h������ est valide

Fig� ��� � Comparaisons de DC� �DC et HC� H �C pour l
exemple ���
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r�esultats de PIPS apr�es parall�elisation du nid de boucles �a partir de cet

ordonnancement�

 La matrice unimodulaire de transformation est la suivante �

M �

�
� �
�� �

�

 Le code parall�ele g�en�er�e gr�ace �a l�impl�ementation que j�ai e	ectu�ee

dans PIPS est �

DO Ip � 	� 	�N

DOALL Jp � MAX���Ip� ���N�� MIN����Ip�N� ���

V����Jp� � W�Ip�

W����Jp� � V�Ip�

ENDDOALL

ENDDO

Cet exemple met en �evidence que l�abstraction DDV est trop impr�ecise pour

pouvoir �etre utilis�ee dans le cadre de la m�ethode hyperplane et que DC est plus

pr�ecise que �DC� Par cons�equent� le poly�edre d�ordonnancement lin�eaire calcul�e

d�apr�es DC �i�e� H�DC�� peut �eventuellement �etre plus grand que celui de l�or�

donnancement calcul�e selon �DC �i�e� H� �DC���


�� Ordonnancement lin�eaire multi�dimensionnel

L�ordonnancement lin�eaire multi�dimensionnel d�un nid de boucles de dimen�

sion n correspond �a un r�eordonnancement des boucles tel que l�ensemble des

d�ependances est port�e par les k boucles externes �k� k � n�" les �n � k� autres

boucles internes �etant parall�eles�

Pour des raisons de simplicit�e� nous prenons ici le cas d�un ordonnancement

bi�dimensionnel� La disscusion sur l�ordonnancement multi�dimensionnel est tout

a fait similaire au cas bi�dimensionnel� Le sch�ema parall�ele de cet ordonnancement

���



bi�dimensionnel est le suivant �

DO i�� � l��� u
�
�

DO i�� � l��� u
�
�

DOALL i�� � l��� u
�
�

� � �

DOALL i�n � l�n� u
�
n

corps �I ��

ENDDOALL

� � �

ENDDOALL

ENDDO

ENDDO

Un ordonnancement lin�eaire bi�dimensionnel est caract�eris�e par deux vec�

teurs a
nes � �h�� �h�� donnant la direction d�ordonnancement� L�ordonnancement

� �h�� �h�� impose que les it�erations parall�eles soient dans un hyperplan de dimension

n� � v�eri�ant � �
�h� ��i � c�
�h� ��i � c�

L�ensemble des it�erations parall�eles forme une serie d�hyperplans parall�eles de

dimension n� � qui sont orthogonaux �a �h� et �a �h��

Lorsqu�on trouve un ordonnancement l�egal �h� la g�en�eration du code parall�ele

revient �a calculer une matrice unimodulaire M � �m�� ���mn�t o�u m� � �h�� m� �

�h� et �a calculer les bornes des nouveaux vecteurs de base�

����� Ordonnancement l�egal bi�dimensionnel

Th�eor�eme ��	 L
ordonnancement � �h�� �h�� est l�egal si pour toutes les distances

de d	ependance �d� il satisfait �

��d � D� � �h�� �h�� � �d � �� �����

���



L�ensemble des ordonnancements l�egaux HH d�apr�es l�ensemble des vecteurs

de distances de d�ependance D se d�eduit de la mani�ere suivante �

HH � f� �h�� �h�� � ��d � D � � �h�� �h�� � �d� �g �����

Pour les abstractions des d�ependances DP � DC et DDV � l�ensemble des or�

donnancements l�egaux HHP � respectivement HHC� sont d�e�nis par �

HHP � f� �h�� �h�� � ��d � DP � � �h�� �h�� � �d� �g �����

HHC � f� �h�� �h�� � ��d � DC � � �h�� �h�� � �d � �g �����

HHDV � f� �h�� �h�� � ��d � Dapr�DDV � � � �h�� �h�� � �d� �g �����

De m�eme que pour l�ordonnancement mono�dimensionel� l�utilisation des abs�

tractions DP et DC pour calculer un ordonnancement multi�dimensionnel est

�equivalente �a celle de D�

Th�eor�eme ��� Soit HHP l
ensemble des ordonnancements l	egaux pour DP et

HHC l
ensemble des ordonnancements l	egaux pour DC� HHP et HHC sont

	equivalents �a HH� l
ensemble des ordonnancements l	egaux pour D�

Preuve Nous prouvons ici que HHC �egal �a HH�

��� PuisqueD  DC� d�apr�es les d�e�nitions ����� et ����� on en d�eduit

que HHC  HH�

��� Pour prouver que HH  HHC� il su
t de prouver que chaque

�el�ement de HH� � �h�� �h��� est aussi un �el�ement de HHC�

Soit � �h�� �h�� � H� D�apr�es la d�e�nition ������

��di � D � � �h�� �h�� � �di � �

Soit �d un vecteur quelconque de DC� D�apr�es la d�e�nition ���

�d �
kX
i��


i�di � 
i � � �
kX
i��


i � �

���



Alors�

� �h�� �h�� � �d �
kX
i


i� �h�� �h�� � �di � �
kX
i


i�� �min
i
�� �h�� �h�� � �di��

Puisque
Pk

i�� 
i � ��

� �h�� �h�� � �d � min
i
�� �h�� �h�� � �di� � �

� �h�� �h�� est aussi un �el�ement de HHC

r�esultant de ��� et ���� HHC est �egal �a HH� �

L�ensemble des ordonnancements l�egaux bi�dimensionnels HH selon D �ou

DP ou DC ou DDV � est une union de plusieurs poly�edres� Nous illustrons le

calcul de HH sur l�exemple ������

����� Exemple

Nous illustrons� sur l�exemple suivant� ��� le calcul d�un ordonnancement

mono�dimensionnel H et d�un ordonnancement bi�dimensionnel en utilisant DP

comme abstraction des d�ependances" ��� la g�en�eration du code parall�ele corres�

pondante au r�eordonnancement bi�dimensionnel�

DO I � �� N

DO J � �� N

DO K � �� N

A�I�J�K� � A�I�J���K� � A�I�J�K��� � A�I���N�K�

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Fig� ��� � Exemple ���

���



�� Calcul de DP �L� �

Les d�ependances et leur abstraction DP pour ce nid de boucles sont les

suivantes �

 dep� � A�I� J�K� �� A�I� J � ��K�

dep� a une distance de d�ependance uniforme� ��������

DP �dep�� � �f��� �� ��g� �� ��

 dep� � A�I� J�K� �� A�I� J�K � ��

dep� a aussi une distance de d�ependance uniforme� ��������

DP �dep�� � �f��� �� ��g� �� ��

 dep� � A�I� J�K� �� A�I � �� N�K�

Sys�di� dj� dk� �

���
��

di � �
dj � �
dk � �

�	 DP �dep�� � �f��� �� ��g� f������ ��g� ��

L�ensemble des d�ependances repr�esent�ees par DP pour le nid de boucles

est �eagl �a l�union des DP s �el�ementaires pour chacune des d�ependances�

DP �L� � DP �dep�� �DP �dep�� �DP �dep��

Comme

EnvConv����i��DP �depi�� � �f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g� f������ ��g� ��

n�est pas lexico�positive� on ne fait que l�union des poly�edres DP �dep�� et

DP �dep��� Finalement DP est compos�e de deux poly�edres DP� et DP� �

DP �L� � DP� �DP�

DP� � DP �dep�� �DP �dep�� � �f��� �� ��� ��� �� ��g� �� ��

DP� � DP �dep�� � �f��� �� ��g� f������ ��g� ��

�� Calcul de H pour DP �L�� HP �L� �

���



Soit �h � �h�� h�� h�� un ordonnancement lin�eaire� D�apr�es le th�eor�eme ����

le syst�eme de contraintes devant �etre v�eri��e pour l�obtention d�un ordon�

nancement �h l�egal est �

�����
����

h� � �
h� � �
h� � �
�h� � �

Ce syst�eme est non faisable� Il n�exite donc aucun ordonnancement lin�eaire

mono�dimensionel pour cette boucle�

�� Calcul de HH pour DP �L�� HHP �L� �

Soit � �h�� �h�� un ordonnancement bi�dimensionnel�

� �h� �h��
t �

�
h�� h�� h��
h�� h�� h��

�

Nous d�ecrivons maintenant le calcul du pr�edicat qui doit �etre v�eri��e sur

� �h�� �h�� pour que l�ordonnancement soit l�egal�

 Calcul du pr�edicat P� selon DP� �

D�apr�es la proposition ���

P� � ��� �h�� �h��
t � ��� �� ���� �� � ��� �h�� �h��

t � ��� �� ���� ��

� �h�� �h��t � ��� �� �� � � � �h��� h���� �
� �h�� � �� � �h�� � � � h�� � ��

� �h�� �h��t � ��� �� �� � � � �h��� h���� �
� �h�� � �� � �h�� � � � h�� � ��

Donc�

P� � �h�� � � � h�� � �� � �h�� � � � h�� � � � h�� � ��
� �h�� � � � h�� � � � h�� � �� � �h�� � � � h�� � � � h�� � � � h�� � ��
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 Calcul du pr�edicat P� selon DP� �

D�apr�es la proposition ���

P� � ff�h��� h���g� f��h����h���g� �g � �
� �h�� � � � �h�� � �� � �h�� � � � h�� � � � �h�� � � � �h�� � ��

��h�� � � � h�� � � � �h�� � �� � �h�� � � � h�� � � � �h�� � � � �h�� � ��

 Calcul du pr�edicat P selon DP �L� �

P � P� � P�

� �h�� � � � h�� � � � h�� � � � h�� � ��
� �h�� � � � h�� � � � h�� � � � h�� � � � h�� � ��

HH est donc compos�e de l�union de deux poly�edres� Voici les deux ordon�

nancements possibles correspondant aux sommets des deux poly�edres�

hh� �

�
� � �
� � �

�
hh� �

�
� � �
� � �

�

� G�en�eration du code parall�ele avec l�ordonnancement hh��

Une des matrices unimodulaires de transformation possible pour l�ordon�

nancement hh� est la suivante �

M �

�
B	 � � �

� � �
� � �



CA

L�application de la transformation unimodulaire M sur le nid de boucles

initial conduit au code parall�ele suivant �

DO Ip � �� N

DO Jp � 	� 	�N

DOALL Kp � MAX���Jp�N�� MIN�N� Jp���

A�Ip�Jp�Kp�Kp� � A�Ip�Jp�Kp���Kp��A�Ip�Jp�Kp�Kp����A�Ip���N�Kp�

ENDDOALL

ENDDO

ENDDO

La complexit�e du programme initial de l�exemple ��� �etait N�� elle est

reduite �a ��N���� apr�es application du r�eordonnancement bi�dimensionnel�

���



�� Cons�equence de l�utilisation de EnvConv�DP �L�� �

Sachant que

EnvConv����i��DP �depi�� � �f��� �� ��� ��� �� ��� ��� �� ��g� f������ ��g� ��

n�est pas lexico�postive�

V�eri�ons si les deux sommets du poly�edre caract�erisant l�ensemble des or�

donnancements valides dans HH�L� sont l�egaux selon EnvConv�DP �L��

�

hh� �

�
� � �
� � �

�

hh� �EnvConv�DP �L�� � �f��� ��� ��� ��� g� f������g� ��

n�est pas lexico�positive�

hh� �

�
� � �
� � �

�

hh� �EnvConv�DP �L�� � �f��� ��� ��� ��� g� f������g� ��

n�est pas lexico�positive non plus�

Nous en d�eduisons que hh� et hh� ne sont pas des ordonnancements valides

selon

EnvConv�DP �L��� Ceci montre que l�utilisation de l�enveloppe convexe de

D� contenant des points autres que les combinaisons convexes des �el�ements

de D� pour calculer un ordonnancement bi�domensionnel �respectivement

multi�domensionnel�� conduit parfois �a une perte de scheduling valide�

Cet exemple illustre aussi le fait que si les d�ependances du nid de boucles�

repr�esent�ees par DP � doivent �etre exprim�ees par la composition de plusieurs

poly�edres lexico�positifs �car leur enveloppe convexe est lexico�n�egative�� alors

il n�existe pas d�ordonnancement mono�dimensionnel valide� Il peut� toutefois�

exister un ordonnancement bi�dimensionnel dont l�ensemble sera compos�e de

plusieurs poly�edres� L�utilisation de leur enveloppe convexe lexico�n�egative peut

conduire �a un ordonnancement bi�dimensionnel non�valide selon EnvConv�DP �

��




�� Conclusion

Nous avons pr�esent�e une parall�elisation globale d�un nid de boucles par appli�

cation d�une m�ethode de r�eordonnancement lin�eaire mono� ou bi�dimensionnel �a

partir des abstractions DP ou DC des d�ependances� Nous avons prouv�e que l�uti�

lisation de DP ou DC permettait de calculer l�ensemble des ordonnancements

l�egaux sans perte d�information par rapport �a la repr�esentation D� L�utilisa�

tion de DP ou DC pour ce type de parall�elisation� bas�ee sur l�application d�une

transformation unimodulaire� est plus e
cace que celle de D� pour les cas o�u les

d�ependances ne sont pas uniformes� ou de DDV �ou DV � qui sont moins pr�ecises

et encore utilis�ees par de nombreux prototypes �Dowl��� �WoLa��� �SaTh����

���



���

Conclusion

Nous avons �etudi�e� au cours de th�ese� diverses phases importantes de la pa�

rall�elisation d�un programme� les tests de d�ependances� les abstractions des d�e�

pendances� les relations entre abstractions de d�ependance et transformations de

programe et le calcul d�un ordonnancement d�un nid de boucles �a partir de ces

abstractions�

Nous avons pr�esent�e les di	�erentes m�ethodes qui ont �et�e propos�ees pour trou�

ver� de mani�ere exacte ou approximative� les d�ependances existant au sein d�un

nid de boucles� Nous avons d�etaill�e tout particuli�erement l�algorithme du test de

d�ependance du parall�eliseur PIPS que nous avons notablement am�elior�e dans

le cadre de cette th�ese� Une �evaluation exp�erimentale des performances de cet

algorithme a �et�e �e	ectu�ee selon di	�erents crit�eres� D�apr�es nos exp�eriences� nous

avons constat�e que�

 la pr�ecision des r�esultats de l�analyse s�emantique du programme a un impact

important sur l�exactitude du test de d�ependance"

 dans �����( des cas� les tests simples �de complexit�e polyn�omiale� su
sent

pour d�etecter que le syst�eme de d�ependances traduit une ind�ependance"

 un algorithme approximatif de recherche de solution enti�ere peut �etre suf�

�sant� en pratique� pour traiter les syst�emes lin�eaires caract�erisant des d�e�

pendances �notre algorithme permet l�obtention d�un r�esultat exact dans

au moins �����( des cas�"

 la taille des syst�emes de d�ependances �a r�esoudre� lors de l��elimination d�une

variabe par Fourier�Motzkin� a dans �����( des cas un nombre de contraintes

inf�erieur �a 



 la complexit�e moyenne de l�algorithme de Fourier�Motzkin est� dans la pra�

tique� polyn�omiale�

Nous avons remarqu�e que le manque de pr�ecision sur les d�ependances� existant

r�eellement dans le programme� vient principalement du manque d�information

introduit dans les syst�emes de d�ependances� Ce manque d�information est d�u

parfois au fait que les hypoth�eses de lin�earit�e ne sont pas respect�ees� L�utilisa�

tion de techniques non�lin�eaires et d�extensions interactives et dynamiques au

parall�eliseur sont souhaitables�

Nous avons �evalu�e la performance des trois options du test de d�ependance

propos�ees dans PIPS et les am�eliorations qu�apportaient ces tests plus sophis�

tiqu�es� Nous avons fait cette �evaluation en mesurant le nombre d�ind�ependances

trouv�ees pour chacune des options du test� Cependant� cette �evaluation ne re�

�ette pas l�e	et du test de d�ependances sur le taux de parall	elisme engendr�e par

chacune des options� Il faudrait compl�eter cette �evaluation� Deux possibilit�es s�of�

frent alors� �evaluer le parall�elisme du programme parall�elis�e de mani�ere statique

en calculant le nombre de boucles parall�elis�ees ou de mani�ere dynamique en me�

surant les temps d�ex�ecution du programme parall�ele sur une machine parall�ele

r�eelle �EiBl��� ou simul�ee �PePa��a� �PePa��b��

Nous avons compar�e les pr�ecisions de di	�erentes abstractions des d�ependances�

Leur pr�ecision est d�ecroissante selon l�ordre suivant� les it�erations de d�ependance

�DI�� les vecteurs de distance de d�ependance �D�� le c�one de d�ependance �DC��

les vecteurs de direction de d�ependance �DDV� et les profondeurs de d�ependance

�DL�� Nous avons ajout�e une contrainte suppl�ementaire �a la d�e�nition de l�abs�

traction DC caract�erisant le c�one de d�ependance et qui a �et�e introduite par F�

Irigoin et R� Triolet dans �IrTr��b�� Cette contrainte garantit que tout scheduling

lin�eaire l�egal d�eduit des informations repr�esent�ees par D restera l�egal en utilisant

cette nouvelle abstraction DC� Les algorithmes de calcul du poly�edre de d�epen�

dance et du c�one de d�ependance ont �et�e int�egr�es au test de d�ependance de PIPS

dans le cadre de cette th�ese�

Lors de l�abstraction des d�ependances par un poly�edre des d�ependances� il est

possible de remplacer l�union de deux DP �ou DC� par leur enveloppe convexe si

cette enveloppe convexe est �egale �a l�ensemble des �el�ements qui sont combinaisons

���



convexes des �el�ements des deux poly�edres� Dans les autres cas� l�utilisation de

l�enveloppe convexe des d�ependances ne permet pas trouver tous les schedulings

lin�eaires valides et conduit parfois �a une perte de parall�elisme du programme�

Des conditions su
santes ont �et�e donc propos�ees pour e	ectuer une union des

d�ependances d�un nid de boucles repr�esent�ees par DP ou DC� dans tous les cas

o�u cette union est valide�

Nous avons introduit la condition n�ecessaire et su
sante permettant d�utiliser

une abstraction pour tester la l�egalit�e d�une transformation de reconstruction� de

r�eordonnancement ou encore unimodulaire� Nous avons montr�e que D est une

abstraction admissible pour toute transformation unimodulaire et que l�abstrac�

tion admissible et minimale �� pour une inversion de boucle est DL� �� pour une

permutation de boucles est DDV � �� pour une transformations unimodulaire est

DC� � pour un partitionnement est DC� �� pour une parall�elisation de boucles

est DDV � Il serait int�eressant maintenant d��etudier aussi l�abstraction admissible

et minimale d�autres transformations importantes telles que� loop alignment et

loop rotation�

Il faut noter que la pr�ecision de DC est su
sante pour r�ealiser une parall�eli�

sation globale d�un nid de boucles par application d�une m�ethode de r�eordonnan�

cement lin�eaire mono� ou bi�dimensionnel� L�utilisation de DP ou DC permet de

calculer l�ensemble des schedulings l�egaux sans perte d�information par rapport

�a la repr�esentation D�

Le calcul d�un scheduling multi�dimensionnel est un sujet r�ecent� Plusieurs

algorithmes ont �et�e propos�es par de nombreux chercheurs� Les abstractions g�e�

n�eralement utilis�ees sont DI ou D� Puisque nous avons prouv�e que l�utilisation

de DP ou DC permet de calculer l�ensemble des schedulings l�egaux sans perte

d�information par rapport �a la repr�esentation D� l��etude d�un algorithme g�en�eral

de calcul d�un scheduling multi�dimensionnel� utilisant DP ou DC pour les cas

o�u D est un ensemble in�ni� conduirait �a un r�esultat int�eressant�

���
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