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Résumsé

Les paralléliseurs automatiques générent du code pour les multiprocesseurs & mémoire
partagée sans tenir compte de leur hiérarchie mémoire. Le but de ce travail est d’ajouter a
un paralléliseur une phase lui permettant de transformer un ensemble de taches paralléles
en un ensemble de taches équivalentes utilisant les mémoires locales du multiprocesseur,
Les algorithmes présentés permettent de générer automatiquement les codes de transfert
des données entre deux niveaux de mémoire du multiprocesseur. Ces codes de transfert
doivent copier I’ensemble des éléments de tableaux référencés au cours de P’exécution d’une
tache sur un processeur. Caractériser cet ensemble de données conduit & modéliser des
ensembles de points entiers, non nécessairement convexes.

Pour les tranferts de la mémoire globale vers la mémoire locale, il est possible de copier
plus d’éléments que ceux réellement utilisés par la tache, et par exemple de transférer leur
enveloppe convexe. Un compromis est alors fait entre ’espace alloué en mémoire locale, le
volume des transferts et la complexité des bornes de boucle des codes de transfert,

Pour le code de recopie de la mémoire locale vers la mémoire globale il n’est pas pos-
sible de transférer plus d’éléments que ceux réellement modifiés par la tache, car il faut
conserver une mémoire globale cohérente. Chaque processeur doit recopier en mémoire
globale uniquement les résultats qu’il a calculés. Les expressions des bornes de boucles
du code de transfert contiendront des divisions entitres pour traduire la non-convexité des
domaines.

Pour des programmes réels, les codes de transfert générés par nos algorithmes sont
toujours optimaux: chaque élément n’est transféré qu'une seule fois. Associés & une phase
d’analyse des dépendances, ils peuvent aussi &tre utilisés pour générer les codes de transfert
de données pour des multiprocesseurs & mémoire distribuée. Lorsque le partitionnement
des données dans les mémoires locales est connu, ils permettent 1’élimination du masque
d’exécution utilisé pour spécifier ’ensemble des données locales & calculer sur un processeur.

MOTS CLES: PARALLELISATION, MULTIPROCESSEUR, HIERARCHIE MEMOIRE,
COMPILATION, TRANSFERT DE DONNEES, POLYEDRES, EQUATIONS DIOPHANTI-
ENNES.



Abstract

Parallel tasks generated by automatic parallelizers do not take advantage of supercom-
puter memory hierarchies. This thesis presents algorithms to transform a parallel task into
an equivalent one that uses data with fast access memory. Algorithms to automatically
generate code to move data between two different memory levels of (super)computer are
presented. These copy codes should move back and forth array elements that are accessed
when an elementary processor execute an array reference located in a set of loops. This set
of array elements is characterized by a set of integer points in 2P that is not necessarily a
convex polyhedron.

In the case of data transfers from global memory to local memory, it is possible to copy
a superset of accessed elements, for instance its convex hull. A trade-off has to be made
between local memory space, transfer volume and loop bound complexity.

To copy data back from local memory to global memory is more difficult because global
memory consistency must be preserved. Each processor (or processus) should only copy its
own results to avoid errors and, secondarily, to decrease global memory traffic.

The input of our main algorithm is an integer convex polyhedron defining the compu-
tation space and an affine function representing the index expressions. Its output is set
of nested loops containing a new array reference whose execution copies exactly accessed
elements. Each element is copied only once. Loop bound expressions use integer divisions
to generate non-convex sets.

For most practical programs this algorithm provides optimal code in number of data
movements and control overhead. Associated with a dependence analysis phase, it can
be used to generate data movements in distributed memory multiprocessors. When data
partitionning in local memories is specified, it eliminates most of execution guards used to
compute only local values on each processor.

KEY WORDS: PARALLELIZATION, MULTIPROCESSOR, MEMORY HIERARCHY,
COMPILATION, DATA MOVEMENTS, POLYHEDRON, DIOPHANTINE EQUATIONS.
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“ Toute chose contient un peu d’inconnu. Trouvons le.”
Guy de Maupassant

Introduction

Les performances des multiprocesseurs utilisant des mémoires partagées sont souvent
limitées par les temps d’accés & la mémoire. L’introduction des mémoires locales et des
mémoires caches plus rapides a permis de réduire considérablement ces délais d’acces. Cette
hiérarchie mémoire introduit cependant deux problémes: la gestion du transfert des données
inter-mémoires et le maintien de la cohérence des données, dont les différentes copies se
trouvent en mémoire globale et en mémoire locale.

La gestion des mémoires caches est en général assurée par le mat ériel, certaines méthodes
de programmation des mémoires locales s’en sont inspirées. Pour conserver la cohérence des
données en mémoire globale, les données partagées par plusieurs taches paralléles ne sont
jamais transférées dans les mémoires privées des processeurs. Seules les données locales
peuvent &tre transférées dans les mémoires privées. Les données peuvent étre déclarées
comme partagées soit par le programmeur, soit par le compilateur.

Les données de type tableaux, souvent partagées par plusieurs taches paralltles, ne
pourront donc que rarement étre transférées en mémoires locales. Or les accés aux tableaux
se trouvent généralement dans une structure de boucles. Leurs éléments sont trés souvent
référencés et il est dommage de ne pas les copier dans une mémoire & accés rapide.

Le but de cette étude est d’ajouter & un paralléliseur une phase lui permettant de mieux
utiliser les ressources mémoire du multiprocesseur et de le rendre capable de transformer un
ensemble de taches paralléles synchronisées en un ensemble de taches équivalentes utilisant
les mémoires locales. Nous transformons le code des taches en un code de sous-programme
contenant des déclarations de variables locales, le code de transfert des données utilisées de
la mémoire globale vers la mémoire locale du processeur ot est exécutée la tache, le code
de calcul, et le code de transfert des résultats de la mémoire locale vers la mémoire globale.

Caractériser les données utilisées ou modifiées par une tache souléve des problémes
essentiellement quand il s’agit de tableaux, car c’est ’ensemble des éléments du tableaux
référencés par la tache qu’il faut évaluer. Leurs éléments étant souvent utilisés, leur transfert
en mémoire locale est important. C’est donc principalement vers la génération automatique
du code de transfert de ces éléments que cette étude est orientée.

Caractériser I’ensemble des données référencées par un tableau T dans un corps de
boucles conduit & modéliser des ensembles de points entiers. Nous avons choisi de carac-
tériser ces éléments par des polyédres. Cette particularité nous a permis d’étendre simple-
ment nos premiers résultats obtenus pour une référence au tableau dans un corps de boucles
au cas ol nous avons plusieurs références au méme tablean.



Pour simplifier, nous supposons qu’il est possible de distinguer les phases de calculs,
qui s’effectuent uniquement avec la mémoire locale, et les phases de transferts entre la
mémoire globale et les mémoires locales. Les taches sont supposées ne pas comporter de
synchronisations internes, car elles nécessiteraient la remise en cohérence de la mémoire
globale au cours de la phase de calcul.

La gestion des mémoires caches est assurée en général par le matériel. Le premier
chapitre de cette étude introduit les méthodes qui ont été proposées pour conserver des
données cohérentes dans une mémoire globale associée & un ensemble de mémoires caches.
Des exemples d’algorithmes de gestion de mémoire privée sont ensuite donnés, dans les
multiprocesseurs actuels possédant des caches locaux (IBM 3090, ENCORE, Alliant) et/ou
des mémoires locales (CEDAR, CRAY2, RP3).

Le deuxiéme chapitre décrit quelques langages “paralléles” et les techniques de vec-
torisation et parallélisation utilisées dans les vectoriseurs et paralléliseurs actuels. Notre
méthode peut &tre appliquée & des taches paralltles dont le parallélisme est implicite ou
explicite, mais s’adapte mieux & un code de tache paralléle généré par un paralléliseur.
Dans ce dernier cas, la tache paralléle satisfait naturellement les hypotheéses nécessaires &
Putilisation de nos algorithmes.

Ces hypothéses et leur fréquence de validité dans les algorithmes numeériques sont
présentées dans la premiére partie du chapitre trois. La dernitre partie expose les différents
problémes rencontrés pour générer automatiquement le code de transfert: P’évaluation
des dimensions des tableaux locaux, la caractérisation de ’ensemble exact des éléments
référencés par un tableau dans un corps de boucles, I’évaluation du volume des ob jets que
I'on va transférer, la définition d’une fonction de coiit des transferts en mémoire locale.

Nous définissons dans le chapitre quatre tous les outils nécessaires au développement
de nos algorithmes. Les éléments référencés par un tableau dans un corps de boucles sont
caractérisés par des polyédres représentés par des systimes linéaires en nombres entiers.
Nous avons défini et développé un ensemble d’opérations de manipulation des systémes
linéaires nécessaires & la génération automatique du code de transfert.

Les trois chapitres suivants traitent ’ensemble des problémes rencontrés pour générer
ce code de transfert,

Le chapitre 5 traite successivement de ’optimisation de la base de parcours du transfert
des éléments, de la génération des déclarations des tableaux locaux, et de la modification
des références aux tableaux en des références aux tableaux locaux.

Le chapitre 6 présente les algorithmes que nous avons développés pour générer automa-
tiquement le code de transfert des éléments référencés par une, puis deux, et enfin plusieurs
fonctions d’accés aux éléments d’un tableau dans le corps de boucles.

Enfin, le chapitre 7 présente les extensions des hypothéses d’application de nos algo-
rithmes, décrites au chapitre 3, et reprend la liste des principaux algorithmes développés.

Le dernier chapitre de cette étude situe notre approche parmi les autres méthodes
développées pour transférer des données dans les différentes mémoires des multiprocesseurs
possédant une mémoire partagée, 3 laquelle les processeurs ont accés via des mémoires
privées, ou distribuée.



Chapitre 1

Les multiprocesseurs 4 mémoire
hiérarchisée

Les performances des multiprocesseurs utilisant des mémoires partagées sont souvent
limitées par les temps d’accés & 1a mémoire. Les processeurs accédent aux différents modules
ou bancs mémoire par I'intermédiaire d’un bus ou d’un réseau d’interconnexion. Lorsque
tous les accés passent par ce réseau, il est rapidement saturé et les performances commen-
cent & se dégrader au deld de quatre processeurs. On note des conflits de bancs mémoire
importants pour certaines applications sur le CRAY 2 [Call88], qui posséde quatre pro-
cesseurs et une large mémoire globale.

L’introduction des mémoires locales (programmables) et des mémoires caches ou anté-
mémoires (non programmables) plus rapides a permis de réduire les délais d’accds & ces
mémoires. Elles sont soit privées, accessibles uniquement par un processeur, (cache de
I'IBM 3090, mémoires locales du CRAY2), soit partiellement partagées par un groupe de
processeurs (cache du MULTIMAZX, cache et mémoires locales des clusters du CEDAR),
soit totalement partagées par 1’ensemble des processeurs (cache de I’Alliant FX/8). Un
projet de multiprocesseur RP3 a été congu pour tester ces différentes architectures. Il
permet de partitionner la mémoire pour qu’elle soit vue comme entitrement partagée, ou
comme des modules totalement indépendants (les hypercubes), ou encore mixte (mémoire
globale 4+ mémoires locales).

Cependant lintroduction de ces mémoires & accés rapide souléve deux importants
problémes: celui des transferts des données entre les deux niveaux mémoire et celui du
maintien de la cohérence des différentes copies & plusieurs endroits.

La premiére partie de ce chapitre introduit les méthodes, matérielles et logicielles, qui
ont été développées pour accélérer les délais d’accés aux mémoires et les solutions proposées
pour conserver des données cohérentes en mémoire globale.

La programmation des mémoires caches n’est en général pas assurée par le program-
meur. Dans la seconde partie, nous présentons donc les méthodes utilisées pour résoudre
les problémes exposés dans les multiprocesseurs actuels possédant des caches locaux (IBM
3090, ENCORE, Alliant) et/ou des mémoires locales (CEDAR, CRAY2, RP3).



1.1 Problémes architecturaux

Les mémoires locales et mémoires caches permettent de réduire considérablement les
temps d’accés aux mémoires globales, mais introduisent d’autres difficultés:

o la gestion des transferts entre les deux niveaux de mémoire,
e le maintien de la cohérence des données dans ces deux niveaux.

Nous commencerons par présenter les méthodes qui ont été développées pour augmenter
le débit mémoire et permettre I’accés en paralléle de données se trouvant dans la “méme
mémoire”.

Puis nous détaillerons les différents problémes liés i I’existence de deux niveaux de
mémoire en donnant les solutions qui ont été proposées dans les multiprocesseurs actuels.

1.1.1 Débit mémoire - transferts contigus

Les délais d’accés & la mémoire sont les premiers coupables des baisses de performance
enregistrées sur les programmes scientifiques s’exécutant sur les multiprocesseurs.

Pour améliorer les temps d’accés, les mémoires sont souvent découpées en bancs. Ils
permettent I’accés en paralléle de données appartenant & la méme mémoire. Parmi les
techniques de distribution des données sur ces bancs, deux sont couramment utilisées:
’entrelacement et le non-entrelacement.

e Si les bancs sont non-entrelacés, les éléments sont rangés successivement sur un banc,
puis sur le suivant, et ainsi de suite ...

® Si les bancs sont entrelacés (mémoire globale du CRAY 2, Alliant), deux données
possédant des adresses consécutives se trouvent sur des banes différents, tandis que
deux données dont les adresses sont distantes d’un pas multiple du nombre de bancs
sont sur le méme.

Ces deux distributions améliorent les délais d’applications différentes.

La premiére est intéressante lorsque un processeur accede plus particuliérement aux
données se trouvant sur un méme banc mémoire.

La seconde permet d’accéder en paralléle aux adresses successives d’un méme bloc
mémoire. Elle est souvent utilisée car elle est basée sur le fait que ’une des premidres opti-
misations des compilateurs et des programmeurs est de transformer des opérations scalaires
en opérations vectorielles, possédant dans la majorité des cas un pas de “1”. Cependant
elle ne convient pas aux accés non contigus. Le cas le plus défavorable se produit lorsque
les opérations exécutées sur un processeur sont effectuées sur des données dont les adresses
sont distantes d’un pas multiple du nombre de bancs; les requétes arrivent sans arrét sur
le méme banc mémoire et augmentent & nouveau les délais d’acces & la mémoire.

Certains ordinateurs regroupent les deux techniques. C’est le cas du calculateur Univac
1108 dont les 4 bancs mémoire sont adressés de maniére consécutive, chacun des bancs
étant composé de 2 modules affectés respectivement aux adresses paires et impaires.



L’un des autres facteurs de chute des performances des multiprocesseurs est le volume
des données locales nécessaires & I’exécution d’une tache. Ces données sont transférées dans
les mémoires locales le temps des calculs et recopiées en mémoire globale quand ils sont
terminés. Lorsque le volume des données locales utiles aux calculs est supérieur a la taille de
la mémoire locale, des algorithmes de remplacement des blocs mémoire doivent étre utilisés.
De nombreuses méthodes de remplacement des blocs mémoire existent: LRU, FIFO, LFU,
RANDOM. Ces méthodes sont relativement simples, car elles doivent &tre exécutées par le
matériel en moins d’un temps d’accés mémoire. Il est donc difficile de choisir une méthode
universelle, I’architecture du multiprocesseur, 'emplacement des données dans les différents
niveaux de mémoire et ’application elle-méme devant entrer en ligne de compte dans ce
choix.

C’est pour ces raisons que des techniques de découpage des taches ont été étudiées
[ASKL79], [MuNe80],[LiSt88] pour diminuer la taille des taches paralléles de telle sorte que
les données utilisées tiennent dans la mémoire privée du processeur.

Les communications extérieures étant aussi responsables du surplus de trafic, de nom-
breux multiprocesseurs disposent de plusieurs processeurs de contréle qui gérent les entrées-
sorties et le systéme.

Les avantages et inconvénients de nombreux algorithmes développés pour gérer les
caches sont présentés dans I’étude de Smith [Smit82].

1.1.2 Cohérence des données

Rappelons qu’une mémoire est cohérente si la valeur de chaque variable en lecture vaut
la derniére valeur que 1’on lui a affectée en écriture.

La cohérence des données entre la mémoire globale et la (les) mémoire(s) locale(s) doit
&tre assurée par le programmeur. Pour les mémoires caches, deux politiques de mise & jour
des données sont couramment utilisées:

e le mode store-through ou write-through: toute modification d’une des variables
est immédiatement transmise & la fois & la mémoire globale et & la mémoire cache si
la variable y est présente.

e le mode store-in ou write-back: les lectures et les écritures sont traitées lors des
défauts de cache. Siune donnée est absente du cache, on transfére le bloc correspon-
dant & la variable de la mémoire globale dans le cache, les derniéres mises 3 jour étant
faites & cette occasion.

Cependant ces deux modes de mise & jour des données ne suffisent pas a assurer la
cohérence si les tiches, qui s’exécutent en paralltle, travaillent sur le méme ensemble de
données [CeFe78]. En effet, considérons deux taches T1 et T2 s’exécutant en parallele
sur deux ! processeurs différents P1 et P2 possédant des caches locaux C1 et C2 contenant
chacun une copie d’une variable a. Si au cours du traitement, la tache T1 modifie la variable
2, la mise & jour de cette valeur ne sera pas reportée dans le cache C2, et toute lecture de
a par la tache T2 conduit & une incohérence.

'Les mémes problémes d’incohérence existent sur les monoprocesseurs multitiches possédant une
mémoire locale, lorsque chaque tache posséde un espace d’adressage des données séparé.



Plusieurs techniques (Snoopy cache [OwAg89], [ChVe89]) ont été proposées pour résoudre
ces problémes. La méthode la plus couramment utilisée en mode store-through (write-
through) est la suivante (Snoopy cache): les adresses des blocs modifiés Par un processeur
sont communiquées & ’ensemble des processeurs qui, s'ils possédent dans leur cache privé
une partie du méme bloc, marquent ce bloc comme modifié. Tout acces & I'un de ces blocs
entraine la recherche de la derniére copie du bloc (qui peut se trouver dans la mémoire
centrale ou dans I'une des autres mémoires caches) et son transfert.

D’autres techniques plus sophistiquées ont été proposées dans [CeFe78],[BrDu83) .

Dans le mode store-in (aussi connu sous le nom de write-back), la responsabilité des
problémes de maintenance de la cohérence mémoire est souvent rejetée au niveau du com-
pilateur. Il devra étre capable de reconnaitre les données qui sont strictement locales et
celles qui sont partagées. Les données locales pourront étre rangées dans les caches, tandis
que les données partagées devront rester dans la mémoire globale. Cette méthode est aussi
utilisée dans le mode store-through.

Le surplus de communications engendré par les deux méthodes est important. Dans
le mode store-through, cela impose un trafic supplémentaire constant, tandis que le mode
store-in impose un trafic plus ponctuel, mais plus lourd lors des mises a jour.

Le MULTIMAX d’ENCORE et le multiprocesseur du projet RP3 ont choisi le mode
store-through, leur topologie leur permettant plus facilement d’espionner les échanges mémoires
que celles de I'TBM 3090 ou du projet CEDAR.

1.2 Exemples de multiprocesseurs

Dans cette partie, nous décrivons des multiprocesseurs qui représentent quelques unes
des topologies variées que 1’on peut rencontrer dans les multiprocesseurs possédant deux
niveaux de hiérarchie mémoire.

Nous nous sommes attachés essentiellement & ’aspect “hiérarchie mémoire” et les solu-
tions qui ont été proposées pour résoudre les problémes présentés précédemment.

1.2.1 IBM 3090

I’IBM 3090 [Tuck86] est équipé d’une ou deux unités centrales et de 0 & 6 unités
vectorielles.
Chaque unité centrale (au nombre de 2 dans le modéle M400) se compose:

o de deux processeurs possédant chacun une mémoire cache (PC),
¢ d’une mémoire principale accessible par les processeurs,

o d’une mémoire d’arriére plan (MAP),

e d’un contréleur systéme,

e et d’'un systéme de canaux qui gére les entrées-sorties.
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La mémoire principale accessible par les quatres processeurs est de 128 M-octets.

Les unités de calcul vectoriel (UCV) améliorent les performances des calculs pouvant
étre vectorisés. Elles exécutent des opérations vectorielles arithmétiques et logiques sur des
ensembles comportant jusqu’a 128 éléments (taille des registres vectoriels) avec une seule
instruction. Elles sont organisées en pipe-line et peuvent fournir 1 résultat d’opération
a chaque cycle. Les chargements et déchargements des registres vectoriels passent par le
cache.

La mémoire cache de chaque processeur est de 64K-octets avec un temps d’accés de
deux cycles (37 nanosecondes). La politique de mise & jour de cette mémoire est le store-in
(write-back), pour laquelle chaque donnée modifiée est immédiatement mise & jour dans la
mémoire cache, mais pas obligatoirement dans la mémoire centrale. Les transferts peuvent
s’effectuer d’un cache C1 & un autre C2 sans que 1’on soit obligé de passer par la mémoire
centrale. Les temps de transfert sont ainsi réduits car il n’est pas nécessaire de recopier le
bloc de C1 dans la mémoire globale avant de le copier dans 1’antémémoire C2 qui en a fait
la requéte.

Dans I'IBM 3090, c’est le contréleur systéme qui est chargé de maintenir la cohérence
des données en mémoire. Il doit s’assurer qu’il n’existe toujours qu’une unique copie d’un
bloc mémoire dans I’'une des antémémoires, étre capable de le localiser (soit dans la mémoire
globale, soit dans I'un des caches privés des processeurs) et doit pouvoir le transférer au
processeur qui a fait une requéte en lecture ou en écriture a ce bloc.

La mémoire d’arriére plan va de 128 A 256 M-octets. Cette dernire réduit la charge de



pagination des canaux et des unités périphériques. Les transferts entre cette mémoire et la
mémoire principale sont gérés par le contréleur systéme.

1.2.2 MULTIMAX d’ENCORE

Le MULTIMAX [Enc85] peut posséder jusqu’a 10 cartes, contenant chacune 2 pro-
cesseurs, interconnectées par un Nanobus (100M-octets/s).

Les processeurs peuvent accéder aux données se trouvant dans une mémoire globale
(4 & 32 M-octets) par l'intermédiaire du nanobus via une mémoire cache de 32 k-octets
commune aux deux processeurs de chaque carte.

CPU | |cpu CPU | |cpy U [ |eom
: I ! ' 000 L '
cache cache T
nanobus
— 1
! | |
l 3 : -
memoire memoire 000 memoire I/0
partagee partagee partagee processeur

Encore Multimax

La politique de mise & jour des données est le store-through (write-through).

Pour conserver la cohérence des données, les caches sont tenus au courant des change-
ments effectués en mémoire globale. Tous ces changements passent obligatoirement par le
nanobus. 1l est donc “espionné ” en permanence, et lors d’accds en écriture & la mémoire
faisant référence a des adresses locales, le bit de validité du bloc mémoire correspondant
est modifié. Toute requéte en lecture & ce bloc entraine le transfert des données correctes
se trouvant dans la mémoire globale vers la mémoire cache.

Un contréleur d’entrées-sorties gére les communications extérieures (disques,..) pour
diminuer le trafic interne.



1.2.3 Alliant FX/8

L’Alliant FX/8 [PeMu86),[Babb88] posséde huit processeurs (Computational Ele-
ment), qui accédent 3 la mémoire principale (32 M-octets) via une mémoire cache
(Computational Element Cache).

memoire globale

CEC IPC IPC IPC IPC

IP IP IP IP

CE

ALLTANT FX/8

Les processeurs (CE) peuvent directement communiquer par l'intermédiaire du bus,
mais ne peuvent accéder & la mémoire globale ou aux processeurs de contréle que par
l'intermédiaire de la mémoire cache. Chaque processeur peut effectuer des calculs scalaires
ou vectoriels. Les expériences effectuées sur I’Alliant FX/8 [ASMa86] ont montré que les
performances augmentent en méme tant que la taille des vecteurs utilisés augmente, jusqu’a
un seuil relativement grand. Des speed-up supérieurs & 7 ont été calculés pour des vecteurs
de taille 1000 environ. Le speed-up descend & 4 lorsque la taille des vecteurs est petite
(0(100)) ou trés grande (O(10000)) et jusqu’a 3, si toutes les références sont effectuées
directement en mémoire partagée. Elles montrent bien Pimportance de la génération
d’opérations manipulant des vecteurs de taille moyenne, et du maintien de la localité des
données, de telle sorte que toutes les données utiles puissent tenir dans la mémoire cache.

La mémoire cache fait au total 512K-octets et est divisée en quatre quadrants. Les trans-
ferts de données s’effectuant tous par l'intermédiaire de la mémoire cache, les problémes de
cohérence sont évités.

Les entrées-sorties et le contrdle du systéme sont effectués par les 4 unités “processeur-
cache” se composant chacune de 1 & 3 processeurs (Interactive Processor) et d’une antémémoire
(Interactive Processor Cache).
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1.2.4 Projet CEDAR

Les processeurs du multiprocesseur du projet CEDAR [Yew86],[ EmPY89] sont rassemblés
en clusters et sont reliés & la mémoire partagée par un graphe complet.
Chaque cluster est une Alliant FX/8 un peu modifiée et contient:

e huit processeurs,

° une mémoire cache partagée par les huit processeurs (CE), de 128K-octets, et
dont le mode de mise & jour est store-in (write-back).

e des registres vectoriels et scalaires.

Chaque cluster dispose d’une unité (logicielle) de préchargement des données en mémoire
cache. Ces derniéres sont transférées en mémoire cache avant que les processeurs en aient be-
soin, et les préchargements peuvent étre effectués concurremment avec d’autres opérations.
Ces unités ainsi que le réseau d’interconnexion global, qui permet des requétes pipelinées
entre chaque niveau de la hiérarchie mémoire, contribuent 3 diminuer les temps d’accés a
la mémoire globale.

La technique utilisée pour traiter les problémes d’incohérence mémoire est la suivante;
les données non-locales (partagées par plusieurs clusters en lecture ou écriture) ne sont
jamais transférées dans les mémoires cache des clusters. Seules les données partiellement
pariaegées par un ensemble de processeurs appartenant au méme cluster peuvent étre copiées
dans le cache correspondant,ainsi que toutes les données locales. Les données peuvent étre
déclarées comme partagées soit par le programmeur, soit par le compilateur.

Le délai d’accés a la mémoire centrale est non négligeable. Il faut donc, dans la mesure
du possible, conserver une bonne localité des données et utiliser toutes les mémoires locales
pour éviter les accés en mémoire globale.

Les informations nécessaires au compilateur FORTRAN du CEDAR sont exposées dans
[Guzz87].

1.2.5 CRAY 2

Le CRAY 2 [CRAY 2],[Scho87),[HoJe81] dispose:

e de quatre processeurs indépendants pouvant effectuer des calculs vectoriels,
e d’une mémoire principale de 256M-mots,

e et d’un processeur de contréle.

Chaque processeur posséde:

e une mémoire locale de 16 M-mots,

o 8 registres vectoriels de 64 mots (organisés en quatre bancs de 16 mots) utilisés
lors des calculs vectoriels,

e et 8 registres scalaires de 64 bits.

11
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La mémoire principale (256 Millions-mots de 64 bits) est divisée en 128 bancs regroupés
pour former quatre quadrants de 32 bancs. Les bancs et les quadrants sont entrelacés, c’est
& dire que deux éléments consécutifs se trouvent dans deux bancs différents, et deux bancs
consécutifs de trouvent dans deux quadrants différents. En mode vectoriel, la mémoire
peut délivrer jusqu’a un mot mémoire par période d’horloge (4 nanosecondes) soit jusqu’a
64 Gbits par seconde.

Parmi les sources de conflits en mémoire globale rencontrées sur le CRAY 2 [Scho87],
les principales sont:

o des conflits dus & des requétes au méme quadrant (regroupement de 32 bancs mémoire
non consécutifs) dans le cas ot un processeur effectue des accés vectoriels avec un pas
multiple de 4, par exemple.

e des conflits dus & des requétes au méme banc mémoire; dans le cas ot le processeur
fait des opérations sur des éléments avec un pas de 128.

La mémoire locale de chaque processeur est divisée en quatres bancs mémoire. Pour
éviter les conflits, ces 4 bancs partagent un méme registre d’écriture et un registre de lecture.
Les données sont transférées de la mémoire globale dans la mémoire locale le temps des
calculs et y retournent juste aprés. Les références aux tableaux sont faites directement en
mémoire globale.

La mémoire principale est partagée 4 la fois par les quatre processeurs, le processeur de
contréle et les contréleurs périphériques.

12




Le processeur de contréle posséde une mémoire locale de 4 M-mots. II est chargé de
superviser les opérations systémes, de répondre aux requétes des processeurs centraux, et
de controler les entrées-sorties,

1.2.6 Le projet RP3

Le projet RP3 [PBGH85],[BMAWS5| est un réseau de 512 unités “processeur-mémoire”.
Chaque unité dispose:

e d’un processeur,
o d’une unité vectorielle en calcul flottant (FP),
¢ d’'une mémoire de 4M-octets,

e d’une mémoire cache de 32K-octets,

d’une unité de contrble mémoire,

et d’interfaces pour gérer les entrées-sorties.

proc0 controleur cache interf. [—
memoire ressau B
E
flot.pr. : : S
. memoire
L | @ E
A
procN controleur cache interf. [— U
memoire e
flot.pr. .
memoire
L | ¢
Projet RP3

Le projet RP3 a été congu pour tester plusieurs architectures. Son organisation mémoire
est souple. Le systéme peut &tre configuré de telle sorte que la mémoire soit vue comme soit
entiérement partagée (comme le CRAY2), soit comme des mémoires locales indépendantes
accessibles par les processeurs par “messages” (comme les hypercubes), soit mixte.

Tous les transferts passent par le réseau. Il n’y a donc pas de possibiblité de commmuni-
cation directe processeur-processeur.
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La politique de mise & jour utilisée pour la mémoire cache est le st ore-through (write-
through).

RP3 a traité les problémes d’incohérence mémoire au niveau du compilateur. En
s’appuyant sur le fait que tout compilateur qui veut faire des optimisations doit connaitre
les données qui sont partagées par le programme, la méthode utilisée est la suivante:

Rappelons qu’une donnée est non-cachable (ne peut pas étre transférée dans la
mémoire cache) si elle peut &tre lue et écrite par plusieurs taches paralléles et
est cachable si elle ne peut qu’étre lue par plusieurs taches ou lue et écrite par
une seule. Pour conserver la cohérence des données, le compilateur va marquer
toutes les variables partagées comme non-cachable. Cela n’empéche pas que
’on puisse les transférer dans les caches & condition que le processeur possédant
cette copie soit bien le seul & I'utiliser. Toutes les données cachables peuvent
&tre transférées dans des mémoires caches sans créer de conflits mémoire.

Cette gestion des données cachables ou non cachables est effectuée au niveau de la page.

1.3 Conclusion

Pour conserver des temps d’accés & la mémoire globale acceptables, tous les multi-
processeurs possédent une hiérarchie mémoire. Dans la majorité des cas, cette hiérarchie
est & trois niveaux: une mémoire globale et des mémoires locales, des registres scalaires et
vectoriels.

Les gains de performance enregistrés sur un multiprocesseur dépendent essentiellement
des applications, de leur partitionnement en taches paralltles, de la distribution des données
en mémoire et, en général, de la vectorisation et de la parallélisation pouvant étre effectuées
sur ces applications.

Les problémes d’incohérence mémoire introduits par la présence des antémémoires ont
été résolus par des méthodes matérielles et logicielles. Les algorithmes de traitement
des blocs mémoire manquants et la répartition des données dans les antémémoires sont
préprogrammés. Il est donc souvent impossible de les influencer afin de diminuer les
échanges inter-mémoires. Pourtant plusieurs améliorations seraient intéressantes; il faudrait
avoir la possibilité:

o de préciser les données que I'on veut transférer dans les mémoires privées (comme

dans le RP3),

e d’influencer l'algorithme de remplacement des blocs manquants, en renvoyant dans la
mémoire globale un bloc plutét qu'un autre,

o de ne transférer dans la mémoire globale que les données qui ont été modifiées par
Papplication et non I’ensemble des éléments qui appartiennent au bloc mémoire,?

e et surtout de transférer des éléments d’un tableau dans les mémoires caches. Dans
la majorité des cas, pour éviter les problémes d’incohérence, ces derniers sont main-
tenus en mémoire globale. Or les accés aux tableaux se trouvent généralement dans

?Certaines méthodes ont été proposées mais n’ont Ppas encore été implantées [Smit82]

14



une structure de boucles. Leurs éléments sont donc trés souvent référencés et il est
dommage de ne pas les copier dans une mémoire & acces rapide.

Les mémoires locales, quant i elles, ont P’avantage d’étre programmables, et permettent aux
utilisateurs d’améliorer ces techniques. En revanche, la cohérence des données et la gestion
du transfert de ces données d*une mémoire & Pautre doivent étre gérées par le programmeur.

Le but de cette étude est de fournir un algorithme qui génére automatiquement le
code de transfert de données entre deux niveaux de hiérarchie mémoire programmab]es:
une mémoire globale et plusieurs mémoires locales. Les programmes scientifiques faisant
trés souvent référence a des structures de tableaux, figurant dans des corps de boucles, le
transfert de leurs éléments dans les mémoires locales & acces rapide est important; c’est
donc dans ce sens que cette étude s’est orientée.
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Chapitre 2

La parallélisation automatique

Un maximum de parallélisme doit étre détecté dans les programmes pour utiliser tous les
atouts des multiprocesseurs. Les opérations vectorielles et paralléles sont parfois explicite-
ment mentionnées dans les programmes grace & des instructions du langage de program-
mation (OCCAM) ou & des directives de compilation (Compilateur Fortran du CRAY?2).
Lorsque le parallélisme n’est pas explicite (ou pas totalement) ce sont les vectoriseurs et
paralléliseurs qui sont chargés d’analyser les programmes et de le détecter.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous présentons quelques uns des langages de
programmation “paralleles”. Dans la deuxiéme, nous décrivons quelques techniques de
vectorisation et parallélisation utilisées dans les vectoriseurs et paralléliseurs actuels, ainsi
que les méthodes qui permettent de les améliorer.

Nos techniques peuvent &tre appliquées dans les deux cas, mais s’adaptent mieux & un
code de tache paralléle généré par un paralléliseur. Dans ce cas, la tache paralléle satisfait
en général les hypothéses nécessaires & I'utilisation de nos algorithmes.

2.1 Parallélisme explicite

Nous présentons ici trois langages de programmation qui caractérisent trois types de
parallélisme explicite: le langage OCCAM (pour ses communications par envoi de mes-
sages), le FORTRAN 90 (parallélisme des données: tableaux), et le FORTRAN du Cray-2
(parallélisme MIMD).

2.1.1 OCCAM

Le langage Occam [Hoar87], [Inmo82], [Kerr87] est le fruit de la collaboration entre la
société INMOS et le professeur Hoare de I*université d’Oxford. Il a été congu pour faciliter
la programmation des “transputers”.

Le concept fondamental du langage est le processus (séquence d’opérations).

C’est un langage de programmation trés simple qui ne contient que 22 mots clés, et qui
permet I’exécution en paralléle de processus. Les communications inter-processus se font
par envoi de messages sur des canaux.
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Il y a, entre autres, des commandes

o d’affectation(“:="),

e d’envoi de message sur un canal(“!”),

o et de réception d'un message sur un canal(“?”);
ainsi que des structures de controle:

o séquentielles (SEQ),

o paralléles (PAR),

o et d’attente (WAIT).

Chaque processus peut envoyer ou recevoir un message par chacun des canaux le reliant 3
un autre processus.

La définition de canaux logiques permet de ne pas se soucier de la topologie physique
du multiprocesseur.

C’est un outil simple pour la programmation paralltle, dont voici un exemple:

CHAN c:
PAR
VAR x: el 2
SEQ “_J ------ 3
cl? x i
¢! x o
VAR x: |
SEQ
c? x
c2 ! x

Un premier processus regoit la valeur d’une variable par le canal c1 et la renvoie par le
canal ¢, tandis qu’en paralléle un deuxiéme regoit la valeur d’une variable par le canal ¢ et
la renvoie au canal c2.

Le parallélisme est totalement explicite et notifié par la directive PAR.
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2.1.2 FORTRAN 90

Le dernier projet de standardisation du FORTRAN proposé par L’ American National
Standards Institute et PInternational Standards O rganization est le FORTRAN 90 [Metc85],
[Gent87], [MeRe89], [XAcms89).

Tout en restant compatible avec le FORTRAN 77, il introduit les concepts de paquetage
a l’aide de modules, d’imbrication et de récursion des procédures. Mais I’aspect le plus
populaire du FORTRAN 90 est sa partie traitement des “tableaux en paralléle”. Elle
permet d’optimiser et de simplifier les opérations sur les tableaux en étendant aux tableaux
les opérations scalaires, les affectations et les fonctions scalaires.

Le FORTRAN 90 dispose de fonctions telles que: la somme de deux vecteurs SUM, le
produit des éléments de deux vecteurs DOTPRODUCT, ainsi que de fonctions optimisées
pour la manipulation des matrices (multiplication de deux matrices MATMUL, calcul de
la transposée d’une matrice TRANSPOSE,..).

On pourra effectuer en mode vectoriel des calculs du type:

ARRAY(20,10) :: 4,B,C
C=3 * 4 *SQRT(B)

ou encore utiliser une condition au sein d’une affectation en employant Iinstruction

WHERE:

WHERE (B.GT.0.)
C=A/B
ELSEWHERE
C=4
END WHERE

Ici le parallélisme explicite est contenu dans les expressions du langage lui méme.

2.1.3 FORTRAN du CRAY 2

Le FORTRAN disponible sur le CRAY2 propose une autre forme de parallélisme ex-
plicite: sous forme de directives de compilation, de vectorisation et multitasking, et de
fonctions vectorielles appartenant & une bibliothéque de modules préprogrammés.

Le compilateur FORTRAN du Cray 2 (CFT2) [CRAY?2] analyse les boucles DO les
plus internes des programmes pour déterminer quelles sont les méthodes de vectorisation
applicables pour améliorer I'efficacité du programme. Si des améliorations sont possibles,
CFT2 produit une séquence de code contenant les instructions vectorielles qui permettent
de guider les unités vectorielles, de calculs flottants, et les 8 registres vectoriels pour ces
opérations. Ces opérations sont effectuées automatiquement sans que le programmeur ait
besoin de le spécifier.
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Cependant le programmeur peut aussi donner des ordres de vectorisation au compilateur
4 l'aide de directives, dont:

e VECTOR qui force la vectorisation des boucles les plus internes (le compilateur ne
tiendra pas compte des conflits de dépendance éventuels, et vectorisera),

* NOVECTOR qui supprime toute vectorisation (utile par exemple lorsque la taille des
vecteurs spécifiée par une constante symbolique est petite),

o VFUNCTION qui indique I’existence d’une fonction vectorielle programmée par I'utili-
sateur (qui peut étre écrite en assembleur),

¢ REGFILE qui permet de transférer le contenu d’un bloc en mémoire locale (par
exemple d’un tableau),...

Le programmeur peut aussi faire appel & des fonctions vectorielles préprogrammsées
telles que la multiplication de deux matrices, la somme d’un tableau et d’un scalaire:
“S = 8§ +A(i)”,..., appartenant 3 la librairie.

Pour générer automatiquement le transfert des données utilisées par des taches “ex-
plicitement paralléles”, il faudra adapter nos algorithmes pour qu’ils utilisent les primitives
de ces langages paralltles, telle que la directive “REGFILE” du Fortran CRAY?2 qui permet
le transfert d’un bloc mémoire en mémoire locale.

2.2 Parallélisme implicite

Les vectoriseurs et les paralléliseurs sont chargés de trouver les boucles du programme
qui peuvent étre vectorisées ou parallélisées. Les tests de dépendances proposés par Banerjee
et Wolfe [Wolf82] sont utilisés dans la plupart de ces vectoriseurs et paralléliseurs pour
construire le graphe des dépendances des instructions contenues dans le corps de boucles.
Les méthodes d’Allen et Kennedy [AlKe87] déduisent de ce dernier les boucles qui seront
effectiverent vectorisées ou parallélisées.

Toutefois, la détection du parallélisme est totalement inhérente & la maniére dont a
été écrit le corps de boucles. Des techniques de transformation des nids de boucles et de
partitionnement ont donc été proposées pour en améliorer la détection.

2.2.1 Vectorisation

Dans cette partie, nous commengons par présenter les conditions que doivent respecter
les instructions vectorisables, et les méthodes nécessaires & leur évaluation. Puis nous
exposons quelques transformations qui permettent d’augmenter le nombre de boucles vec-
torielles,
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Boucles vectorielles

Rappelons, en simplifiant, qu’une instruction $2 dépend de linstruction S (S1 et $2
adressent le méme emplacement mémoire) si I'un des termes de S2 a été créé par l'instruction
S$1 au cours d’une itération précédente [Bern66].

Considérons le corps de boucle:

DO IT=N,M
s TAB(f(I)) = #(TAB(g¢(I)))
ENDDO

Par définition [Wolf88], I'instruction S dépend d’elle-méme si et seulement si il existe
des entiers i; et i tels que N < i3 < i3 < M et f(i1) = g(32). Toute instruction simple
peut étre veciorisée, si elle ne dépend pas d’elle-méme.

Pour savoir si I’on peut vectoriser, il faut rechercher une solution entitre au systéme
constitué de cette série d’inéquations et d’équation.

Les algorithmes qui permettent de rechercher une solution entidre dans un tel systéme
(méthode des congruences décroissantes utilisant la méthode des coupes de Gomory, par
exemple) sont plus coliteux que les algorithmes de recherche de solution rationnelle.

C’est pour cette raison que des tests moins onéreuz, mais pas toujours exacts, sont aussi
utilisés. Le test du PGCD permet de savoir si une équation admet une solution entiére, il
est souvent associé au test de Banerjee-Wolfe [Wolf82] qui teste ’existence d’une solution
réelle dans le systéme d’inégalités défini par le domaine d’itération.

Lorsque 'instruction & vectoriser se trouve au milieu de plusieurs boucles, ces calculs de
dépendance sont un peu plus compliqués (voir le calcul des dépendances présenté pour la
parallélisation des boucles) et doivent prendre en compte la profondeur de ces dépendances
(i-e. Vindice de boucle & partir duquel une instruction devient dépendante d’une autre).

Le vectoriseur VELOUR et les paralléliseurs PAF [FDT87] et PIPS [LJTr90] ont adopté
un algorithme exact de recherche de solution entitre leur permettant de mieux trouver
P’ensemble des dépendances.

Les vectoriseurs VAST, et VATIL [LiTh85] utilisent les deux tests associés: PGCD et
Banerjee.

Transformations de programme

Un grand nombre de transformations, applicables aux corps de boucles, a été proposé
[AlKe87], [Wolf88] pour améliorer la détection des instructions vectorisables. Toutes ces
transformations ne sont effectuées que si elles conservent les dépendances existantes dans
le nid de boucles.

Le but de cette présentation n’est pas de donner une liste exhaustive des techniques
employées pour augmenter la vectorisation des instructions, mais d’introduire les concepts
qu’il faut respecter pour conserver de bonnes propriétés vectorielles, et, entre autre, dans
le cadre de notre étude, de donner une idée des régles de réécriture des boucles, que nous
allons essayer de respecter, pour conserver des possibilités de transferts vectoriels.
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e Echange de boucles

L’échange de boucles fait partie des techniques couramment utilisées pour
améliorer la vectorisation d*un corps de boucles.

D0 I=1,N
D0 J=2,M

(s) A(L,J) = A(I,J - 1) x C(I) + B(I,J)
ENDDO

ENDDO

Dans cet exemple, la boucle la plus interne n’est pas vectorisable puisque
a chaque itération de la boucle d’indice J Iinstruction S fait référence & un
élément de tableau A(I,J-1) calculé A l'itération précédente. L’instruction
S dépend d’elle-méme.

En échangeant les deux boucles, la boucle d’indice I est vectorisable et
Pinstruction S peut s’exécuter en mode vectoriel.

D0 J=2,M
(s) A(1:N,J)=A(1:N,J -1)xC(1:N)+ B(1:N,J)
ENDDO

e Vectorisation des tests IF

Les opérations dépendant d’une condition au sein d’une boucle ne sont en
général pas vectorisables. Seule 1'utilisation des masques vectoriels, quand
ils existent, le permet. L’une des transformations qui peut étre appliquée,
sur le CRAY 2 par exemple, est la suivante:

D0 I=1,N
IF A(I)>0 THEN
B(I) = A(I) x A(I) + B(I)
ENDDO

qui donne:

C(l:N)=A(1:N)>0
WHERE (C(1:N))
B(1:N)=A(1:N)x A(1: N)+ B(1: N)

e Incrément de boucle

Certains ordinateurs ne peuvent pas exécuter de maniére vectorielle les boucles dont
Pindice varie avec un pas différent de 1. Pour cette raison, lorsque l'incrément de

22



boucle est une constante symbolique, dont on n’a pas pu déterminer la valeur a la
compilation, il est préférable de découper la boucle en deux parties de la maniére
suivante:

La boucle initiale:

D0 I'=1,N,INC
A(I) = A(I) x C(I) + B(I)
ENDDO

Aprés transformation:

IF (INC=1) THER
Do I=1,N
A(I) = A(I) x C(I) + B(I)
ENDDO
ELSE
D0 I=1,N,INC
A(I) = A(I)x C(I)+ B(I)
ENDDO

Si INC vaut 1 la boucle s’exécutera en mode vectoriel.
e Réduction des Boucles.

Pour certains ordinateurs pouvant exécuter des opérations sur des vecteurs
trés longs, il est intéressant de regrouper des boucles pour diminuer le nom-
bre de démarrage des unités vectorielles, coiteux en temps.

Le nid de boucles suivant en est un exemple:

REAL A(N,¥),B(N,N),C(N,N)

Do I=1,N
D0 J=1,N
A(I,J)=B(I,J)+C(I1,J)
ENDDO
ENDDO

aprés transformation, on peut effectuer le calcul vectoriel:

A(L1:NxN)=B(1,1: Nx N)+C(1,1: N x N)

Ces différentes transformations sont appliquées par la plupart des vectoriseurs. On voit
que des boucles bien imbriquées, ne contenant pas si possible, de condition d’affection, avec
un incrément de “un” facilitent grandement la génération de boucles vectorielles.
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2.2.2 Parallélisation

Nous introduisons, dans cette partie, les conditions que doivent respecter les instructions
d’une boucle pour qu’elle soit parallélisable. Leur nombre est nettement plus important
que dans le cas de la vectorisation, car il faut conserver ’ensemble des dépendances entre
toutes les instructions de la boucle, et non seulement les autodépendances.

Avec l'analyse des dépendances, 'analyse sémantique et les transformations de pro-
grammes constituent deux autres phases importantes des paralléliseurs. Elles permet-
tent d’obtenir de précieux renseignements sur les variables des programmes, de détecter
et d’améliorer la parallélisation. Cependant, la détection des boucles paralléles et leur
parallélisation est totalement dépendante de la maniére dont a été écrite P’application. Nous
présentons dans la derniére partie de cette section des techniques de réordonnancement
des itérations d’un corps de boucles qui permettent de détecter les instructions pouvant
s’exécuter en paralléle aprés réordonnancement.

La présentation de ces différentes méthodes n’est pas exhaustive et se réfere & de nom-
breux articles. Le but ici n’est pas de rappeler I’ensemble des méthodes utilisées pour le
calcul des dépendances, la parallélisation et le partitionnement automatique mais de les
introduire afin de montrer que ces différentes méthodes générent des taches paralléles dont
le code vérifie les conditions d’application de nos algorithmes.

Quand peut-on paralléliser ?

Soit le nid de boucles:

D0 z; = min;,maz;
DO =z3 = miny, maz,

D0 2z, = min,,maz,

Do Tni4+1 = mz'nm_;_l,ﬂwzmﬂ

& 8
DO Znytm; = MiNp tmy, MATny 4,y

31 TAB(f(E], L2y s Tntm,y )) = Q()
ENDDO
ENDDO
D0 24,41 = Ming, 41, ML, 41

DO Zn;4m, = Milp,im,y, MATny4m,
52 A= G(TAB(Q(Z]_,Q!;,..., 3n+mg)))

ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
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ol 51 et 52 ont les mémes n premiéres boucles englobantes, et ol la fonction € est une
fonction quelconque.

Wolf [Wolf82] a montré que l'instruction 52 dépend de ’instruction S1, si et seulement

si il existe les entiers (i1, ...ix_1), (9500 Jciimy ) &4 (le415 ey Intmy) et deux entiers &; et
&2 tels que:

ming < iy < maz, pour 1<g<k
ming < j, < maz, pour k<g<mn
ming < [, < maz, pour k<g<n
minﬂ],-l-q < .fq % MaTn;4q pour 1<g<m
MiNn,1q < lg < MAZy, 1, pour 1< g<m,

ming, < £ < €3 < mazy
et f(ils ia, -"sikhla'fla jk-i-l: '--sjn+m1) == 9(3.11521 -"&'ik—ls EE& Ik-l-l, eery In+mg)

Une boucle est parallélisable s’il n’y pas de dépendances (pour cette boucle) entre les
instructions qu’elle contient.

Il faut donc rechercher ’existence d’une solution entitre au systéme constitué des
inéquations et de 1’équation donné ci-dessus. Pour la déterminer les paralléliseurs utilisent
les mémes tests que les vectoriseurs: tests du PGCD et de Banerjee ou tests exacts de
Gondran [Gond73] ou de Feautrier [FeTa90].

Ensuite, ’ensemble des dépendances du corps de boucles sont regroupées dans un
graphe des dépendances & partir duquel la méthode proposée dans [AlKe87] génére de nou-
velles boucles paralléles. Ces méthodes sont utilisées dans la plupart des paralléliseurs
(PARAFRASE [PGHLS89], PTRAN [ABCC88], PIPS [IITr90] , PAF [FDT87]).

Certaines transformations citées pour améliorer la vectorisation sont aussi utilisées
pour la parallélisation des boucles. Cependant ce type de parallélisation est totalement
dépendant de la manikre dont a été écrit le corps de boucles.

Méthodes de partitionnement

La méthode de parallélisation de Kennedy et Allen ne recherche pas les itérations non
dépendantes qui pourraient &tre exécutées en paralléle. Prenons 'exemple:

DO 100 I=1,L
DO 100 J=2,M
D0 100 K = 2,N
T(J’K) = T(J+1!K) + T(J5K+1) * T(J—I,K) ik T(‘LK_I)
100 CONTINUE

Aprés calcul, le graphe de dépendances de ce corps de boucles ne permet d’effectuer

aucune parallélisation, et le nombre d’opérations séquentielles qui seront effectuées est:
L*(M-1)*(N-1). Or 'ensemble des références au tableau T pour les itérations telles que
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“2I + J + K = constante” sont indépendantes. Ces itérations pourraient donc
s’exécuter en paralléle.

Plusieurs méthodes de réordonnancement des itérations d’un corps de boucles ont été
développées, et entre autres: la méthode hyperplane proposée par L. Lamport [Lamp74],
et les méthodes de partitionnement des boucles de F.Irigoin [Irig87] et de Peir et Cytron
[PeCy89]. Elles réordonnent les itérations du corps de boucles, tout en conservant I’ensemble
des dépendances existantes, pour améliorer la parallélisation.

Le but de la méthode hyperplane est de trouver un hyperplan dans lequel chaque
itération peut étre exécutée en paralléle. Elle permet d’obtenir, pour la boucle précédente,
le résultat suivant [Lamp74]:

D0 100 I=6,2%xL+M+N
DOCONC 100  pour tout (J,K) €{(j,k):
1 <j<L 2<I-2-k<Met 2<k<N)
TI-2xJ-K,K) = TI-2xJ-K+1,K) + TI-2xJ-K,K+1) +
+ T(I-2xJ-K-1,K) + TI-2xJ-K,K-1)
100 CONTINUE

pour lequel le nombre d’exécutions séquentielles est réduit 8: 2L+ M+ N — 5

La méthode de partitionnement de F.Irigoin est basée sur les mémes principes. Toute-
fois, elle utilise le cone de dépendance [IrTr87] et partitionne ’espace d’itération par des
hyperplans pour fabriquer des blocs d’instructions paralliles, appelés supernoeuds, pra-
tiquement tous identiques en volume. Elle permet ainsi d’obtenir une meilleure efficacité
du taux d’occupation des processeurs. De plus, la taille des supernoeuds peut étre ajustée,
ce qui permet de limiter ’ensemble des itérations de telle sorte que ’ensemble des données,
référencées par un supernoeud, tienne en mémoire locale.

La méthode de partitionnement de Peir et Cytron [PeCy89] utilise les vecteurs de
dépendance et la “distance minimale” entre deux itérations dépendantes. Son but est
d’obtenir un partitionnement maximal conservant pour des partitions distinctes des itérations
indépendantes.

Les boucles paralléles générées par ces méthodes vérifient les conditions nécessaires
[§[3.1.1]] & P'utilisation de nos algorithmes. En effet, les bornes définissant les espaces
d’itération sont des fonctions linéaires des indices du corps de boucles, elles contiennent
parfois des divisions entiéres [JAnnexe] et/ou des fonctions MODULO [§[7.1.2]] que nous
savons traiter. De plus, les conditions d’application de ces méthodes pour les fonctions
d’acces aux éléments des tableaux sont les mémes que les néotres, elles doivent étre affines.

Le code d’une tache généré par I'une de ces méthodes vérifie donc toutes les hypothéses
nécessaires a I'utilisation de nos algorithmes.
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2.3 Conclusion

La parallélisation des instructions d’un programme n’est pas facile, et les informations
données par le programmeur pour vectoriser ou paralléliser certaines parties d’un pro-
gramme sont toujours trés intéressantes. Qu’elles soient des instructions paralléles du lan-
gage de programmation ou des directives de compilation, elles permettent d’exécuter des
instructions en paralltle qui n’auraient pas forcément été parallélisées par les vectoriseurs
et paralléliseurs, faute d'informations suffisantes & la compilation.

Cependant, la parallélisation automatique des programmes simplifie énormément la
tache du programmeur, les calculs des dépendances d’un grand corps de boucles pouvant
étre trés fastidieux, et donne un trés bon pourcentage de boucles correctement parallélisées
lorsque les instructions sont simples (affectations, références linéaires aux tableaux) et ont
été astucieusement partitionnées.

L’utilisation de nos algorithmes dans le cadre de tiches explicitement paralléles
demande une phase d’adaptation supplémentaire au langage paralléle employé. Nous ne la
décrivons pas dans cette étude. Nous supposons donc que la tiche paralléle a été générée
par un paralléliseur.

Si le paralléliseur utilise une méthode de réordonnancement ou de partitionnement des
itérations du corps de boucles, les conditions d’application de nos algorithmes sont vérifiées,
car ces méthodes générent du code pseudo-linéaire et leurs conditions d’application sont les
mémes que les ndtres (ou plus restrictives [§[7.2]]).

Si le paralléliseur détecte les boucles qui sont paralléles sans méthode de réordonnancement
des itérations, les hypothéses sur les taches sont moins strictes. Le code de la tache paralléle
peut alors contenir des tests, ou des appels de fonctions. Dans ces deux cas, une adaptation
de nos algorithmes est nécessaire [§[7.4]]. Dans les autres cas, les conditions de linéarité des
expressions nécessaires au calcul des dépendances sont suffisantes pour que nos algorithmes
soient applicables.
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Chapitre 3

Présentation du probléme et
propositions

Les paralléliseurs automatiques générent, en général, du code pour des multiprocesseurs &
mémoire globale sans tenir compte de leur hiérarchie mémoire, formée de mémoires caches
ou de mémoires locales & accés rapides et d’une mémoire globale plus lente.

Le but de ce travail est d’ajouter & un paralléliseur une phase lui permettant d’utiliser
au mieux ces ressources mémoire et de le rendre capable de transformer un ensemble de
taches paralléles synchronisées en un ensemble de taches équivalentes utilisant les mémoires
locales.

Cette phase doit transformer le code des taches en un code de SOus-programme con-
tenant: le code de transfert des données utilisées par la tiche de la mémoire globale vers la
mémoire locale du processeur oil elle est exécutée, le code de calcul, et le code de transfert
des données modifiées par la tache de la mémoire locale vers la mémoire globale.

Caractériser les données utilisées ou modifiées par une tache souleve des difficultés
essentiellement quand il s’agit de tableaux. Leurs éléments sont souvent utilisés dans le
corps de boucles et leur transfert en mémoire locale est important. Nous nous sommes
donc attaché & ’étude des caractéristiques des éléments référencés par un tableau dans un
corps de boucles.

Les indices de tableau référencés dans un corps de boucles sont des composantes entitres.
L’ensemble des points que I’on doit caractériser est donc un ensemble de points entiers.
C’est la cause de la majorité des problemes que nous avons rencontrés.

La caractérisation d’un tel ensemble souléve des problémes lors de 1’évaluation des
dimensions des tableaux locaux, du calcul des codes de transfert, du calcul du nombre
des éléments référencés par le tableau ainsi que de P'efficacité du code généré.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous présentons les conditions d’application de
nos algorithmes, ainsi que la fréquence de validité de ces conditions dans les algorithmes
usuels.

Dans la seconde partie, nous détaillons les problémes rencontrés et introduisons quelques -
solutions.
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3.1 Hypotheéses

Pour conserver de bonnes performances, de nombreuses méthodes de parallélisation
s'attachent & garder une bonne localité des données utilisées. Les méthodes de partition-
nement en taches paralleles générent des taches qui limitent le nombre de références afin
qu’elles puissent tenir dans les mémoires locales. Nous supposons, dans cette étude, que la
tache vérifie ces conditions.

Pour simplifier, nous supposons aussi qu’il est possible de distinguer les phases de cal-
culs, qui s’effectuent uniquement avec la mémoire locale, et les phases de transferts entre
la mémoire globale et les mémoires locales. Les taches sont supposées ne pas comporter de
synchronisation interne.

Nous supposons de plus que l'on transfére en mémoire locale I’ensemble des éléments
référencés par le tableau dans le corps de boucles et non seulement ceux qui seraient, par
exemple, référencés au moins deux fois au cours de 1’exécution (comme le proposent Jalby
& co. dans [GJGa88b] et [ETWB90], voir §[8.2.2]).

Aprés avoir introduit les hypoth&ses générales sur les taches, nous présentons maintenant

les hypotheses concernant le code méme de la tache et leur fréquence de validité dans les
algorithmes et méthodes paralléles.

3.1.1 Hypothéses de linéarité

Le traitement automatique des expressions contenues dans une application (bornes de
boucle, fonction d’accés aux références d’un tableau,..) pour générer du code nécessite
certaines hypothéses de linéarité. Le traitement d’informations non linéaires imposerait
Putilisation de méthodes de calcul trop particulitres & chaque type d’information.

Dans un premier temps on se restreint donc au cas oit:

o le domaine d’itération du corps de boucles est un polyédre convexe borné [§4.1.1].
exemple de domaine traité:

b0 I=1,N
DO J=I+ N,MIN(2xI+3,3x1I-5)

LRI

exemple de domaine non traité:

D0 I=1,10
DO J=IxN,IxI
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o les fonctions d’accés aux références sont des fonctions affines de variables scalaires
entiéres.

exemples de cas traités: T(3 x I+ 4 x J),T(3 x I,5x J + N)
exemples de cas non traités: T(3 x I X J), T(N x J), T(S(2 x I))

ot I,J sont des indices de boucle, N une constante symbolique, et § un
tableau

e le corps de boucles n’est formé que d’une suite d’affectations:
Pas de tests, pas d’appels de fonction, et pas d’entrées/sorties.

Ces hypothéses vont nous permettre d'utiliser les polyédres convezes' pour caractériser
’ensemble des domaines que ’on a besoin de manipuler: le domaine d’itération et le domaine
image (I’ensemble des indices référencés par un tableau dans un corps de boucles).

La caractérisation de ce dernier domaine par un polyédre convexe est importante car il
est beaucoup plus simple de générer un corps de boucles définissant les éléments appartenant
& un polyédre que d’en générer un pour un ensemble quelconque de points entiers, et donc
plus simple de générer son code de transfert.

3.1.2 Fréquence de validité

L’étude effectuée par Shen, Li et Yew [SLYe88] permet de constater que 53% des fonc-
tions d’accés aux références d’un tableau sont totalement linéaires. C’est-a-dire qu’elles
sont de la forme:

T(Ezp,, Ezps, ..., Ezpy) ol les m expressions Ezp; sont de la forme:
air.ly + ar. Iy + ... + a,.I, + b ou:

les I; sont des indices de boucle pour 1< j < n

les a; sont des entiers pour 1 < j < n

b est un terme constant

Les valeurs des coefficients des indices de boucle et des termes con-
stants doivent &tre connues numériquement.

Les expressions non linéaires sont celles qui comportent dans la majorité des cas des
constantes symboliques (96%) dont on ne connait pas la valeur (ex: T(I +N) ), ou des
références a d’autres tableaux (4%) (ex: T(A(I)) ).

Certaines méthodes de calcul traitent les constantes (symboliques ou non) comme des
variables particuliéres du programme. Elles permettent ainsi de considérer les expressions
possédant une constante symbolique dans leur terme constant comme linéaire. Toutefois
ces constantes symboliques ne doivent pas apparaitre ailleurs que dans les termes constants
des expressions, puisqu’elles ne doivent pas dépendre des itérations. L’utilisation de telles
méthodes permet donc de traiter efficacement environ 90%2 des références aux tableaux
usuelles.

'La définition des polyédres convezes est rappelée en 4.1
?pourcentage évalué d’aprés ’étude de Shen, Li et Yew [SLYe88]
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3.1.3 Relation avec la parallélisation automatique

Les méthodes utilisées en parallélisation automatique imposent et utilisent les mémes
hypothéses de linéarité.

Les méthodes utilisées en analyse sémantique, telle que la propagation des constantes
[Halb79], [CaKe86] et la détection des invariants de boucle, se basent sur les transforma-
tions linéaires appliquées aux variables dans le programme pour calculer et propager les
informations qu’elles ont recueillies sur ces variables. Lorsque les transformations ne sont
pas linéaires, elles ne peuvent pas les appliquer aux domaines qui caractérisent les variables
et perdent donc toute information les concernant.

Les méthodes de calcul des dépendances entre les instructions d’un programme s’appuient
aussi sur les mémes hypothéses de linéarité. En effet, les algorithmes de résolution des
systémes en nombres entiers dépendent du type de la fonction pour laquelle on cherche
une solution (linéaire, polynomiale,...). Les méthodes de calcul des dépendances devant
rester générales pour des raisons de rapidité, d’efficacité et de décidabilité ne doivent pas
dépendre du type de relation existant entre les instructions. Elles traitent donc uniquement
les fonctions linéaires, soit environ 90% 2 des références usuelles.

Les méthodes de partitionnement des boucles [Irig87], [PeCy89] en taches paralléles
réordonnent les itérations, et restructurent I’application pour la découper en taches
paralléles. L’estimation de la taille de ’application et des dépendances entre instructions,
utiles & un bon partitionnement, nécessite les mémes hypothéses. De plus, le code généré
par ces méthodes conserve toutes les propriétés linéaires de ’application puisque le parti-
tionnement est souvent fait & base d’hyperplans.

Enfin, les méthodes d’analyse interprocédurale [Trio84], [CaKe86], [CaKe87], [BaKe89]
utilisent les propriétés linéaires des transformations sur les variables pour calculer les effets
de I’exécution d’une procédure sur ses variables.

3.2 Problémes a résoudre

Le but de cette étude est de transformer le code des taches en un code de sous-
programme contenant: le code de transfert des données utilisées par la tache de la mémoire
globale vers la mémoire locale du processeur ou elle est exécutée, le code de calcul, et le
code de transfert des données modifiées par la tache de la mémoire locale vers la mémoire
globale.

La génération de ces deux codes de transfert doit si possible conserver des possibilités
de transferts vectoriels avec accés contigus en mémoire.

Outre la caractérisation des ensembles d’indices de tableaux utilisés et modifiés par la
tache, cette phase de transformation nécessite ’évaluation des dimensions des tableaux lo-
caux, le calcul du nombre des données référencées, et la définition d’une fonction permettant
d’évaluer le coiit des transferts en mémoire locale.

Nous présentons donc successivement ces phases d’élaboration du nouveau code. Nous
détaillons les problémes que nous avons recontrés lors des différentes étapes et introduisons
les solutions, proposées dans les chapitres suivants.

*pourcentage évalué d’aprés Pétude de Shen, Li et Yew [SLYe88]
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3.2.1 Déclarations

Le nombre d’éléments référencés par un tableau T dans un corps de boucles, qui ap-
partient & une tache paralléle, est souvent inférieur au nombre total d’éléments du tableau.
L’espace occupé par le tableau temporaire servant A stocker ces données en mémoire locale
doit le traduire.

La plage des valeurs référencées par le tableau dépend du domaine d’itération du corps
de boucles. Il permet de calculer les bornes inférieure et supérieure des &léments du tableau
qui sont utilisés dans le corps de boucles.

Le langage Fortran 77 ne permet pas d’allocation dynamique d’espace mémoire, et
accepte comme type de déclaration des dimensions des tableaux, uniquement des entiers
ou des constantes ou des expressions linéaires d’entiers et de constantes.

Pour générer les déclarations des tableaux locaux, il faut donc calculer le plus précisément
possible les bornes inférieure et supérieure des éléments du tableau qui sont utilisés. Si
ce calcul dépend d’une constante symbolique, parce que le domaine d’itération du corps
de boucles contient une constante symbolique par exemple, nous utiliserons I’algorithme
paramétrique de résolution de systémes d’inéquations linéaires en nombres entiers proposé
par Feautrier [Feau88b]. Dans les autres cas, nous utiliserons des algorithmes de projection.

Si r est la dimension de I’ensemble des éléments référencés par un tableau 7', un tableau
local de dimension r est nécessaire et suffisant pour stocker I’ensemble de ces &léments.
Dans tous les cas o1 cette dimension est inférieure A celle du tableau T, nous choisirons
une fonction d’accés aux données du tableau local différente de celle utilisée pour T, afin
de minimiser ’espace alloué en mémoire locale.

Lorsque la norme des vecteurs directeurs du Z-module (base permettant de parcourir
les éléments référencés) défini par la fonction d’accés aux éléments du tableau est supérieure
4 1, on divise d’autant la dimension de la déclaration de tableau lui correspondant. On
réduit encore ainsi ’espace mémoire alloué pour les tableaux temporaires.

3.2.2 Copies multiples

La solution la plus simple pour générer automatiquement le code de transfert consiste
a utiliser comme code de transfert les boucles du programme ayant servi aux calculs des
éléments du tableau [GJGa88]. On est ainsi certain de ne copier que des éléments utilisés
par l'application. Cependant dans de nombreux cas, elle conduit & transférer plusieurs fois

le méme élément. Comme nous pouvons le voir dans ’exemple proposé également dans
[GIGa88]:

Do I = 1,10
b0 J = 1,20
D0 K = 1,30
IT3xI + K - 5,J + K) = ..
ENDDO

Exemple 3.2.2

pour lequel I'utilisation du code de calcul comme code de transfert conduit & transférer
6000 références au lieu de 1858 réellement calculées (figure 3.2.2).
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figure 3.2.2 bis- DO I,J,K =1,3 T(2xI+2xK,J+J+K)=.. ENDDO

Les temps de transfert entre mémoire globale et mémoire locale étant non négligeables,
il faut minimiser le nombre des transferts. Utiliser le code de calcul comme code de transfert
n’est donc pas une bonne solution.

Le probléme de copies multiples intervient, en particulier, lorsque la dimension de
la fonction d’accés aux références du tableau est inférieure & la dimension du domaine
d’itération (voir figure 3.2.2 et figure 3.2.2 bis). Dans les deux exemples présentés, la fonc-
tion d’accés & une référence du tableau T est de dimension 2, alors que 3 boucles générent
le code de calcul.

Pour minimiser le nombre de transferts, il faut donc trouver une base de parcours des
éléments référencés par le tableau. Pour I'exemple 3.2.2 bis, nous pouvons choisir comme
base de parcours: la base de vecteurs directeurs (2I+2K,0) et (0,I14+J+K).

Notons que I’ordre des transferts est indépendant de la tache, les données peuvent étre
transférées dans un ordre tout a fait différent de celui dans lequel elles sont utilisées par la
tache.

Une fois cette base choisie, il faut exprimer tous les éléments référencés par T dans cette
nouvelle base. Ces éléments s’exprimaient en fonction de la base du domaine d’itération,
il faut maintenant les exprimer en fonction de la base du domaine image. Cette opération
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se traduit par un changement de base, et une projection sur la nouvelle base de dimension
parfois inféreure a la premiére.

Cependant I'ensemble des indices référencés par un tableau dans un corps de boucles
n’est pas nécessairement convexe (exemple 3.2.2). La génération d’un nid de boucles
caractérisant les éléments appartenant & un polyédre étant beaucoup plus simple que celle
d’un ensemble quelconque de points entiers, nous allons approximer les ensembles non
convexes par des ensembles convexes (dans tous les cas ot c’est possible).

Pour les transferts de la mémoire globale vers la mémoire locale, il est possible de copier
plus d’éléments de tableaux que ceux réellement utilisés par la tache. En effet, il ne peut
pas y avoir de conflits de dépendance entre deux ensembles de données référencées. Si
Pensemble des données utilisées par la tache est non convexe, nous transférons alors le
polyédre convexe englobant le plus proche.

Pour le code de recopie de la mémoire locale vers la mémoire globale, il n’est pas
possible de transférer des éléments de tableaux qui n’auraient pas été modifiés par la téche.
En effet, sinon, un processeur pourrait transférer en mémoire globale une donnée qu’il
n’a pas lui méme modifiée, mais qui I’a été par un autre processeur. La mémoire globale
deviendrait alors incohérente. Si ’ensemble des éléments modifiés par la tache est non
convexe, on introduit des divisions entitres dans les expressions des bornes de boucle du
code de recopie. Elles traduiront la non-convexité au bord du domaine.

Ces solutions, présentées dans les chapitres suivants, ont ’avantage d’optimiser le
volume de transfert, qui sera en général égal au volume de stockage. Mais elles compliquent
parfois le code de transfert généré. Lorsque les conditions le permettent, certains compromis
coiit /[efficacité seront faits.

3.2.3 Evaluation de volume

Le calcul automatique du nombre de points entiers contenus dans un ensemble est
trés complexe. Il est utilisé pour des problémes d’évaluation exacte du volume des données
utilisées par ’application, & stocker en mémoire locale, et du volume des données & transférer.

Prenons un exemple:

o I=1,3
D0 J=1,3
D0 K =1,3

T@xI+2xJ,K+I)= .....

les données référencées par la fonction (I,J, K) — (2xI+2XJ, I+ K) sont représentées
sur la figure 3.2.3.
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volume des références

On appelle le volume des références, le nombre total de références faites au tableau
dans le corps de boucles.

1l est utile au calcul d’une fonction de coiit des transferts en mémoire locale.

Il correspond au volume de l'espace d’itération, dans notre exemple: 27(=3x3x3)
références au tableau T.

volume de stockage

Le volume de stockage est le nombre de données réellement utilisées par ’application.
Dans notre exemple, ’ensemble de ces éléments est représenté sur la figure 3.2.3. Soit
au total: 19 éléments.

volume de transfert

Le volume de transfert est égal au nombre d’éléments transférés. Il peut &tre plus
important que le volume de stockage puisqu’il est possible de transférer plusieurs fois
le méme élément.

Il est utile & I’évaluation de la fonction de coiit des transferts en mémoire locale, ainsi
qu’a la génération des déclarations des tableaux locaux utilisés pour le stockage des
données en mémoire locale.

Dans notre exemple, le nombre des éléments transférés peut varier de 19 & 27 suivant
que l'on transfére une seule fois les éléments réellement référencés ou que I’on utilise
comme algorithme de transfert, par exemple, le code de calcul.
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3.2.4 Fonction de coiit

Dans le cas ou les processeurs peuvent accéder aux deux niveaux de mémoire, il est
intéressant de savoir s’il est préférable de laisser les données en mémoire globale ou de les
transférer.

Plusieurs fonctions de coiit des transferts de données en mémoire locale sont envisa-
geables. K. GAllivan, W. Jalby et D. Gannon en proposent une dans [GIGa88]. Elle
suppose que le temps d’accés en lecture ou en écriture 4 un mot appartenant & la mémoire
locale est ¢, et que le temps d’accés & k mots consécutifs en mémoire globale est k t, + dg
(g est le temps d’accés & la mémoire globale et d, le temps de démarrage du transfert, avec
ti < tg). On compare avant d’effectuer tout transfert en mémoire locale, les temps que
devrait passer le processeur en accés mémoire, si les données restaient en mémoire globale
ou si elles étaient transférées en mémoire locale. Quand le second est plus court, les copies
sont effectuées.

Si un processeur exécute le corps de boucles:

0 I = L,N
0 J = 1,M
A=T(JT) +
ENDDO

les éléments du tableau T seront donc transférés si:
M ty +d;+ NMt; < N(Mt, + d;) ot M' estle nombre d’éléments

référencés transférés.

Cette fonction de coiit est basée sur ’évaluation du volume des données transférées en
mémoire locale, et du nombre total de références faites au tableau dans le corps de boucles.

Seule une bonne approximation de ces deux volumes est nécessaire, sachant que la fonc-
tion ne pourra donner qu’une approximation des temps réellement passés par un processeur
pour effectuer les transferts.

3.3 Exemple

En entrée, on dispose du code d’une tache paralléle que ’on veut transformer en un code de
tache utilisant la mémoire locale du processeur P ot elle s’exécute. Prenons pour exemple
la figure 3.3.

La premiére partie du code contient les déclarations des tableaux locaux TLA et TLB.
Tous les calculs s’effectueront en mémoire locale et feront donc uniquement référence a ces
tableaux.

La seconde correspond au code de transfert des é&léments utilisés par la tache de la
mémoire globale vers la mémoire locale. On copie les éléments du tableau TB référencés
dans le corps de boucles dans un tableau TLB local & la mémoire locale.

La troisiéme correspond au code de calcul. Les références au éléments des tableaux T A
et TB on été transformées en des références aux tableaux locaux TLA et TLB.
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C Code de calcul

¢
DO A=1+IT#P, (IT+1)#P
DO B=1,N
DO C=1,M
DO D=1,L
TA (2%B+D,C+D,A) = TB (B+D,C+D,A)
Ref.1 Ref.2
ENDDO
ENDDO
ENDDO

Voici le type de code que I’on souhaite générer:

TASK T(IT)
C
REAL TLA(3:2#N+L,2:M+L,1+IT#P:(IT+1)#*P)
c
REAL TLB(2:N+L,2:M+L,1+IT#*P:(IT+1)#*P)
c
C Copie de la memoire globale vers la memoire locale (Ref.2)
c
DO I=1+IT*P,(IT+1)*P
DO J=2,M+L
DO K=MAX (2,J-M+1) ,MIN(L+N, J-1+N)
TLB(X,J,I) — TB(X,J,I)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
c
C Code de calcul
c
DO A=1+IT*P, (IT+1)*P
DO B=1,KN
DO C=1,N
DO D=1,L
TLA(2+B+D,C+D,A) = TLB (B+D,C+D,A)
Ref.1 Ref.2
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ENDDO
c
C Copie de la memoire locale vers la memoire globale (Ref.1)
c
DO I=1+IT*P,(IT+1)*P
DO J=1-2%N,M-2
DO K=MAX(3,1+2%((2-7)/2)) ,MIN(L+2%N,L+2%((M-J)/2))
TA(K,J+K,I) «—— TLA(K,J+K,I)
ENDDO
ENDDO
ENDDO figure 3.3
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Enfin, la dernié¢re partie correspond au code de transfert de la mémoire locale vers la
mémoire globale des éléments qui ont été modifiés au cours de Iexécution. On recopie ces
éléments du tableau local TLA dans le tableau TA. Les bornes de boucle de ce code de
transfert contiennent ici des divisions entiéres, elles traduisent la non convexité de I’ensemble
des éléments modifiés par la tache.

3.4 Conclusion

La génération des codes de transfert pour une référence au tableau revient & calculer la
projection d’un polyédre (domaine d’itération) dans une nouvelle base (une base du domaine
image). L’ensemble résultant de cette opération n’est malheureusement pas forcément un
polyédre [GIGa88].

Pour le code de copie de la mémoire globale vers la mémoire locale, nous utilisons le
polyédre le plus approchant de cette projection, ’enveloppe convexe des &léments référencés.

Cependant, pour le code de transfert de la mémoire locale vers la mémoire globale, il faut
recopier 'ensemble exact des éléments modifiés par la tache pour maintenir la cohérence
des données. Lorsque ’ensemble des éléments modifiés est non convexe, nous utilisons
des divisions enti¢res dans les expressions des bornes de boucle du code de transfert pour
permettre de traduire la non-convexité du polyédre sans avoir & ajouter d’overhead de
controle.

Reprenons 1’exemple proposé dans [GJGa88] :

DO I=1,10
Do J=1,20
DO K=1,30
T(3*I+K-5,J+K) = ...
ENDDO
ENDDO
ENDDO

le code de transfert de la mémoire locale vers la mémoire globale généré automatique-
ment par nos algorithmes est le suivant:

DO A=-29,17
DO B=MAX(4,1+3*((-A+3)/3)),MIN(17,28-3*((A-18)/3))
T(B-5,A+B) = TL(B-5,A+B)
ENDDO
ENDDO

Il contient des divisions entiéres dans les expressions des bornes de boucle car le domaine
image est non convexe (voir figure3.2.2).

Dans le cas ol les processeurs peuvent accéder aux deux niveaux de mémoire, il est
intéressant de savoir s’il est préférable de laisser les données en mémoire globale ou de les
transférer. On détermine alors & ’aide d’une fonction de coiit quelles variables doivent &tre
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dupliquées en mémoire locale. Cette fonction de coiit est basée sur I’évaluation du volume

des données transférées en mémoire locale et du nombre total de références faites au tableau
dans le corps de boucles.
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Chapitre 4

Utilisation de la théorie des
polyédres

La caractérisation automatique de ’ensemble des données référencées par un tableau T
dans un corps de boucles conduit & modéliser des ensembles de points entiers.

Nous avons exposé dans le chapitre précédent, les hypothéses de linéarité qui garantis-
sent un domaine d’itération du corps de boucles convexe. Elles nous permettent d’utiliser
les polyédres pour représenter ce domaine et attribuent au polyédre une propriété trés
intéressante: ses sommets ont des coordonnées entitres.

Pour modéliser les éléments référencés par T, il faut projeter le domaine d’itération du
corps de boucles sur le Z-module défini par la (ou les) fonction d’accds au tableau. Le
résultat de cette opération de projection est parfois non convexe.

Effectuer des opérations sur des ensembles non convexes étant souvent trés compliqué,
nous définissons donc, dans ce chapitre, les fonctions qui permettent de découper les en-
sembles non convexes en ensembles convexes et/ou de trouver des ensembles convexes ap-
prochants.

Aprés quelques rappels et définitions, nous décrirons les algorithmes qui permettent de
trouver:

e l'intersection de deux polyedres,
e l'enveloppe convexe de deux polyédres,

o la différence de deux polyédres,

la projection d’un polyédre,

le plus petit polyédre convexe englobant un “ensemble de points entiers non convexe”,

le plus grand polyédre convexe contenu dans un “ensemble de points entiers non
convexe”,

o le découpage d’un “ensemble de points entiers non convexe” en polyédres convexes.

Enfin, nous présenterons des méthodes de calcul du volume de ces polyédres.
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Note: dans toutes les démonstrations, les divisions sont des divisions entieres,
et les opérations de transformation des expressions entiéres utilisées sont celles
exposées en Annexe [§Annexe].

4.1 Définitions

Dans cette section nous rappelons [Schr87], [NeWo88] les propriétés des objets que nous
utilisons tout au long de cette étude.

4.1.1 Polyedres

Un polyédre convexe P C R™ est un ensemble de points qui satisfont un nombre fini
d’inéquations linéaires; c’est & dire, P peut s’écrire sous la forme :

P = {z € R" | A-z < b}

ol A est une matrice et b un vecteur. P est donc une intersection finie de demi-espaces
affines.

Un polyédre convexe peut étre caractérisé soit par un systéme d’inéquations linéaires
soit par un systéme générateur [CaSz89).

Définissons les systémes générateurs. Un systéme générateur est constitué de trois
ensembles. Un ensemble de sommets, un ensemble de rayons et un ensemble de droites.

Soit P un poly&dre, tout sommet de P est un point X' qui ne peut pas étre obtenu par
combinaison linéaire d’autres points de P:

Vie([l.p,\ €[0,1] et X;€P Xi=0 ou X;=X

Un vecteur 7 de R™ est un rayon de P si et seulement si il existe une demi-droite de
vecteur directeur 7, entiérement contenue dans P:

Ve>0 (X eP) = (X +pufcP)

Deux rayons paralléles et de méme sens sont considérés comme égaux.
Un vecteur d de R™ est une droite de P si et seulement si d est un vecteur directeur
d’une droite entiérement contenue dans P:

VveR, (ReP) = (X+vdeP)

Halbwachs propose dans sa thése [Halb79] les algorithmes permettant de passer d’une
représentation & I'autre. La conversion d*un systéme générateur en systéme linéaire s’effectue
par recherches successives de 'enveloppe convexe d’un polyédre avec I’'un des représentants
du systéme générateur. L’opération inverse se traduit par intersections successives d’un
polyédre avec un demi-espace (une contrainte du systéme linéaire). Une autre méthode a
¢té proposée par F.Fernandez et P.Quinton [FeQus88]. Elle utilise ’algorithme de program-
mation linéaire de Chernikova.
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4.1.2 Enveloppe convexe

N
N
4
- enveloppe convexe de deux segments de droite
figure 4.1.2
L

’enveloppe convexe d’un ensemble X de points est égale au plus petit ensemble convexe
contenant X, on la note env.conv(X):

env.conv( X )= { Ajz; + Az + .- AnZn [ 02 1521,+20 € X3Ag,00 A, > 0;

AL+ o+ A =1}
Un ensemble est dit convexe sil est €gal a son enveloppe convexe.
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4.1.3 Z-module

On appelle Z-module' dans Z", I'ensemble des combinaisons entiéres d*un ensemble
de vecteurs linéairement indépendants dans Z".
Ces vecteurs indépendants forment la base du Z-module.

15....*.....*.....*.

¥*
*
*
¥

13 - % « o o oo % Lo o % e e %
1% » * * *
10 * i * ¥ *
g . ¥ . & *
8 * - * * *
T4 * * *

3325878 91011121314151617181935 &

figure 4.1.3
On note le Z-module:
L(A)={y € 2" :y = Az,z € Z™} oi1 A est une matrice entitre n X m.
On a le théoréme suivant [Herm51]:

Si A est une matricenxm de rangr, alors il eziste deuz matrices unimodulaires
P et Q telles que:

P.A.Q = (‘2 g) -

ot H est lo forme réduite de Hermite associde & A de rang r, L(r X r) est
une matrice triangulaire inférieure, S((n —r) x r) une matrice, et P(n xn) une
malrice de permutation.

et les propositions suivantes, extraites de [NeWo88](p.190).
Proposition 1:

L(4) = L(H)
Proposition 2:

Si L(A) = L(H) alors H est une base du Z-module L(A).

!La notion de treillis étant plus couramment utilisée pour définir un ensemble ordonné, nous avons repris
la notion de Z-module utilisée par Jalby & Co. Les références bibliographiques référencées utilisent la notion
de lattice
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Calcul de la forme réduite de Hermite

Pour toute matrice A(m x n) de rang r le calcul de la forme réduite de Hermite s’effectue
de facon constructive de la maniére suivante [Min83]:

1. Déterminons d’abord deux matrices unimodulaires P, (matrice de permutation) et
Q1 telles que:

di 0

P1.A.Q1 = 7 = D1

% Al

(les termes peuvent &tre non nuls dans les parties hachurées).

Par permutation de lignes, on améne une ligne non identiquement nulle en premiére
ligne (prémultiplication par une matrice de permutation P;).

Puis par des permutations de colonnes (postmultiplication par des matrices de per-
mutation) on améne le plus petit terme en valeur absolue des termes non nuls de cette
premiére ligne en position (1,1). Soit a! ce terme.

En postmultipliant par des matrices &élémentaires appropriées, on peut remplacer

chaque terme de la premiére ligne (autre que a) par son reste de la division euclidienne
1

par aj.

Si tous ces restes sont nuls, on obtient la forme D; avec d; = al.

Sinon on recommence sur la matrice obtenue ce que I’on a fait précédemment sur A.
Nécessairement au bout d*un nombre fini de telles opérations, on aboutira 4 la forme
D; puisque les termes non nuls de la ligne 1 autre que a} sont remplacés a chaque fois
par des termes strictement plus petits en valeur absolue. Les seules transformations
effectuées sur les lignes sont des permutations (prémultiplication par la matrice de
permutation P;).

2. La forme D; ayant été obtenue, si 4; = 0 alors la matrice A est derang r = 1 et
H = D, est une forme réduite de Hermite de A.

§i A; n’est pas nulle, alors on peut appliquer & A; les transformations définies en (1)
pour obtenir la forme:

d2 0 D2

ZIr

P2.P1.A.Q1.Q2 =

%\Q\\ o

ol P; est une matrice de permutation.
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On obtient ainsi une suite de matrices A1, Az, ... dont les dimensions diminuent d’une
unité a chaque pas. Sir = rang(A), on obtient ainsi, nécessairement, en r étapes
A, = 0 et une forme réduite de Hermite du type:

di

P.A.Q = } S ’ =H

" dr

0

avec P = P, P,_; ... P, P, (matrice de permutation) et Q = Q; Q; ...Q,.

La forme réduite de Hermite se calcule en temps polylomial [KaBa79], [Min83], [NeWo88].
De maniére générale, il n’est pas possible de calculer la forme de Hermite associée 3 une
matrice comportant des constantes symboliques

4.14 Z-polyedre

On appelle Z-polyédre l’ensemble des points entiers résultant de 'intersection d’un
polyédre convexe (un systéme linéaire en nombres entiers) et d’'un Z-module.

Tout point entier du Z-polyadre doit appartenir au systéme linéaire qui le définit et &tre
une combinaison linéaire des vecteurs de base qui générent le Z-module.

Toutes les opérations définies sur les Z-polyédres peuvent é&tre utilisées pour manipuler
les ensembles de points entiers contenus dans un polyédre, puisque ces ensembles constituent
une famille particuliére de Z-polyedres dont les vecteurs de base sont les vecteurs unitaires.

4.1.5 Z-polyédre non convexe

Tout Z-polyédre est par définition convexe.

Par abus de langage nous parlerons de Z-polyédre non convexe, pour désigner un
ensemble non convexe de points entiers, déduit d’un polyédre par transformations linéaires
ou par projections.

Z-polyedre convexe Z-polyedre non convexe
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4.2 Algorithmes usuels

Nous décrivons dans cette section les algorithmes souvent utilisés lorsque I’on ma-
nipule les polyédres et a fortiori des Z-polyédres: I'étude de la faisabilité d’un systéme
d’inéquations linéaires, 'intersection et I'union de deux polyédres.

Les algorithmes traitant des Z-polyédres et de la différence de deux (Z-)polyédres ont
été développés dans le cadre de cette étude.

4.2.1 Faisabilité d’un systéme d’inéquations linéaires

Le systéme linéaire Az < b est faisable si les variables de z peuvent prendre des
valeurs telles que toutes les inéquations sont satisfaites. Dans les autres cas il est infaisable.

De méme nous dirons qu’un systéme linéaire est faisable en entiers s’il existe une
valeur entitre de z satisfaisant les inéquations du systéme.

Les algorithmes permettant de rechercher une solution a un systéme linéaire et donc
de tester la faisabilité de ce systéme sont relativement nombreux. Tous les algorithmes
de programmation linéaire tels que la méthode du simpleze en font partie et de nombreux
ouvrages leurs ont été consacrés [Min83], [Schr87], [N eWo88].

La méthode de Fourier-Motzkin [Four24] permet de tester uniquement Pexistence d’une
solution. Elle ne la calcule pas. Elle procede par éliminations successives des variables du
systéme, par combinaisons linéaires de paires d’inégalités, jusqu’a:

® trouver une inéquation absurde dans le systéme (ezemple : 1 < 0). Le systéme est
alors déclaré comme non faisable.

e élimination totale de toutes les variables du systéme. Le systéme est alors faisable.

Ces algorithmes sont en général de complexité exponentielle. Cependant, sur des cas
pratiques, ils se révélent d’une bonne efficacité [Min83].

Il n’existe pas de méthode équivalente permettant de tester I'existence d’une solution
entiere. Il faut, dans ce cas, recourir aux algorithmes de programmation linéaire en nombres
entiers du type: algorithme des congruences décroissantes (utilisant les coupes de Gomory)
[Min83] ou & I'algorithme paramétrique de résolution de systémes d’inéquations linéaires en
nombres entiers proposé par P.Feautrier [Feau88b). Ces algorithmes sont tous de complexité
exponentielle,

4.2.2 Intersection de deux Z-polyédres

Il est plus facile de calculer I'intersection de deux polyédres lorsqu’ils sont représentés
sous la forme de systémes linéaires que lorsqu’ils sont sous la forme de systémes générateurs.

L’intersection de deux Z-polyddres est un Z-polyedre dont le systéme linéaire est
'union des deux systémes linéaires initiaux.

Le Z-module du nouveau Z-polyédre est différent des deux Z -modules initiaux s’ils sont
distincts, comme le montre la figure suivante.
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figure 4.2.2

Le premier Z-module dont les points sont représentés par des “o” a pour vecteurs de
base (1,0) et (0,2). Le second dont les points sont représentés par des “X” a pour vecteurs
de base (2,0) et (2,3). Le Z-module intersection a pour vecteurs de base (2,0) et (0,6).

La base du Z-module intersection se calcule de la maniére suivante:

Soit 71 un Z-module de base H; et T, le Z-module de base H,.

Soit X un point du Z-module 7T}, X est combinaison linéaire des vecteurs de
base du Z-module et vérifie: X = atH. 11 o1 @ est un vecteur 3 composantes
entiéres et ; la base dans lequelle s’exprime le Z-module.

Si X appartient au Z-module intersection T1 T3 alors il est aussi combinaison
linéaire des vecteurs de base du Z-module T et vérifie: X = E‘H'zt; ol ff est un
vecteur & composantes entiéres et ¢, la base dans lequelle s’exprime le Z-module
T,

L’ensemble des points appartenant au Z-module intersection vérifient:

-

atHyf] = ﬁ_*‘ff ot3. Ce systéme d’équations linéaires en nombres entiers peut étre
résolu en utilisant la méthode de McLane et Birkhoff sur Z [MaBi71], [Anco87]
qui utilise les formes réduite ou normale de Smith [Min83].

Soit & et ﬁ: les solutions du systéme d’égalités c;;?ﬁlt-{ = ﬁ:‘ﬁ o3 et dy le vecteur
dont les composantes sont les pged des composantes des vecteurs &@;. dp est le
plus petit vecteur vérifiant: X = o} H1;.

La base du Z-module intersection vaut donc: C%E' i
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Dans ’exemple précédent, nous avons:

w e (23) wo(5) me(32) ee(3)

Tout point appartenant & Iintersection des deux Z-modules doit vérifier:

- 1 0 1 = 2 0 i

“’(0 2) (s) -% {3 ;) (:)

a]_i = 2)311:
2025 = 2Bt + 3B,5

Ce systéme admet une solution entitre si @; est un multiple de deux et o, un multiple
de trois. Nous en déduisons la base du Z-module intersection:

i = (25) (33) (1) = (% o)

et les vecteurs de base (2,0) et (0,6).

c’est-a-dire le systéme d’inéquations lindaires sujvant:

4.2.3 Union de deux polyédres

P1

e s s

e L R T pup—.

---- enveloppe convexe de P1 et P2.

figure 4.2.3

L’union de deux poly&dres n’est pas en général un polyedre, comme le montre la figure
4.2.3.

Nous approximerons donc I’union de deux polyédres par I'enveloppe convexe de ces deux
polyédres. Ceci nous permet de rester dans le domaine des polyédres.

L’enveloppe convexe de deux polyédres est facile a calculer lorsque les deux
polyédres sont sous la forme de systémes générateurs: c’est 1'union des deux systemes
générateurs.
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Nous ne parlerons ni de 'union, ni de I’enveloppe convexe de deux Z-polyédres car
l'union de deux Z-modules ne peut pas, en général, étre caractérisée par un Z-module.
L’exemple 4.2.2 en témoigne bien. Il est effectivement impossible de trouver une base
de vecteurs dont les combinaisons linéaires caractériserajent P’ensemble des points (“X” et
“0”) représentés sur la figure. 11 est done impossible de représenter Punion ou P’enveloppe
convexe de deux Z-polyédres par un Z-polyédre.

4.3 Différence de deux Z-polyédres

---------------------

P1

Pi

figure 4.3.1

Il est souvent utile de connaitre le complémentaire de I’intersection de deux polyeédres
dans I'un d’eux.

L’algorithme que nous présentons calcule un ensemble de polyédres convexes Pg; dont
’union forme ce complémentaire.

Notons P; le polydre résultant de l’intersection des deux polyédres P; et P,, et Pe; les
polyédres dont I’union est égale au polyadre complémentaire recherché Ppopp.

Algorithme 4.3:

Si nous cherchons le complémentaire de P; dans P;, nous posons Pp = Py
Pour chaque inégalité A;.X <b; de P; appartenant & P,, faire:

® ajouter la contrainte 4;. X > b; a Pg
® tester la faisabilité du systdme P,

— Si le systdme est non faisable, retirer 1’inégalité A;.X > b; de Po.

— 5i le systdme est faisable , P est 1’une des partitions de Poomp.
Ajouter Fc & 1’ensemble des polyédres formant le complémentaire:

Pe, =P, Poomp= Poomp+Pc;, et réinverser le sens de 1’inégalité

A;. X > b; dans Pg.
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Preuve:

Chaque inégalité constituant P; appartient soit & P, soit & P,. Py = P au
départ.

A chaque étape de l’algorithme on ajoute une contrainte C;aPy,o0uC; € P; N P,.
PoNC; et Po N C; forment une partition de Pg. Pg, = P¢ n_c_s € Pooump car
CicPiet PoeP,.

A Titération suivante on a Py = Pc N C; et Pon obtient une partition de Py
donnant un nouveau poly&dre Pe,,, = PcNCit1 € Poomp.

Aprés n itérations, on obtient n polyddres Pc; constituant une partition de
Pcomp, ol n est le nombre d’inégalités de P, contenues dans P

Pour traiter la différence de deux Z-polyedres, il faut introduire en plus la notion de
Z-module. 11 faut aussi distinguer plusieurs cas: les cas o les Z-modules des deux
Z-polyédres sont identiques ou inclus, des autres cas.

Voici un exemple de Z-modules ni identiques, ni inclus:

o
L
?t-******«-

[
oy
€94
.
e
[=+]

Li L L ¥ L] ) i L] L L) L) L] |—r'x
7 8 91011121314 1516 17 18 19 20

figure 4.3.2 - Z-modules différents, non inclus.
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Lorsque les Z-modules de P; et P, ne sont ni identiques, ni inclus, Pensemble des
éléments de P, qui n’appartiennent pas & l'intersection de P; et P, est constitué non seule-
ment de tous les éléments extérieurs au domaine “intersection”, mais aussi des &léments qui
appartiennent 3 ce domaine et qui sont générés par le Z-module de P; moins le Z-module
“intersection”.

La différence de deux Z-modules n’étant en général pas un Z-module, la différence des
deux Z-polytdres P, et P, ne peut pas s’exprimer directement en fonction de Z -polyédres.

Nous ne rechercherons donc Pas, dans ce cas, 3 calculer la différence des deux
Z-polyédres.

La figure suivante montre un exemple de Z-modules inclus.

y

151

14

13

12

T T T T T T T T ot X
10111213 141516 17 18 19 20

|_n_|
-
(58
T,
&
o
-3
oo
©w

figure 4.3.3 - Z-modules inclus

Soit Ty le Z-module générant les éléments de P, et T; le Z-module générant les éléments
de P,. On note H1 la base caractérisant le Z-module T; selon la base £; de P; et H2 la
base caractérisant le Z-module T, selon la base t; de P;.

On dira que T; et T» sont identiques si: H; = H,. De méme, on dira que T; est
tnclus dans T, s'il existe un vecteur entier £ tel que chaque composante du vecteur vérifie
Ik{l >1 , et H1 = Et.Hz

Tous les éléments appartenant & I’intersection de P, et P, appartiennent ici au Z-module
“intersection”: le Z-module T;. De plus, I’ensemble des éléments de P, qui n’appartiennent
pas a l'intersection de P; et P, est constitué uniquement des éléments extérieurs au domaine
“intersection”,

Le calcul du complémentaire du Z-polyédre intersection P; dans le Z-polyédre P, peut
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donc étre effectué en utilisant Palgorithme 4.3 décrit précédemment. Les &léments appar-
tenant & ce complémentaire appartiennent au Z-module de Py,

4.4 Etude de la projection d’un polyédre

Nous avons développé dans le chapitre précédent I'un des problémes les plus impor-
tants pour générer automatiquement le code de transfert: la caractérisation des éléments
référencés par un tableau 7' dans un corps de boucles.

Soit F la fonction d’accés aux éléments du tableau 7. L’ensemble des indices de tableau
recherchés correspond & I'image par F du domaine d’itération. Cette image s’obtient par
un changement de base, de la base du domaine d’itération dans une base du domaine image,
et une projection sur cette nouvelle base, de dimension parfois inférieure a la premiére.

L’opération de projection est donc I'une des opérations clé de nos algorithmes: elle
permet de caractériser ’ensemble exact des points référencés par F.

4.4.1 Définitions

Définition de la projection:

Si P est un polyédre convexe de R? , on appelle projection de P selon la i-éme
variable, le polyédre proj(P, X;) défini par :

pTOj(P, X‘) = {( Xl..X§_1X§+1..Xp) € Rp—l |3 z€eR tel que (Xl...X.?..]_ z XI'-H'"XP ) eP }

Soit A.X < B le systéme de contraintes définissant P. Alors un systéme de
contraintes A".X < B' de proj(P, X;) est défini comme suit :

V lel.m tel que A =0,
31U telque A, = AjetB), = B
V I, hel.m tels que Aih > 0et A‘}, <0,
U telque Ay = A A, — A% A, et B = A%, .B, - A%, . B,

toutes les contraintes du systéme A’X < B’ sont obtenues par les régles
précédentes (i.e. des combinaisons linéaires positives de lignes de A de maniére
a annuler la i-éme colonne).

Calculer la projection d’un polyédre de R™ selon une variable revient 3 éliminer la
variable du systéme de contraintes qui le définit. L’algorithme d’élimination d’une variable
a été proposé par Fourier-Motzkin [Four24].
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4.4.2 Exemples et problemes

Prenons le systéme

z-5y < -8 (1)
P1 2z +5y < 6 (2 } z2-5y —2z +5y <-8+6 = -z < -2
z <7 (3)
la projection selon Y donne
-z < -2
(DP) {z < 7

Le polyédre correspondant au systéme P1 est représenté sur la figure suivante:

b

; -x

6 -

g o

4 X

3 X

2 X

{54
T 3 T T T T I J — X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

figure 4.4.2

Les projections des points entiers du polyédre sont matérialisées par des “x” sur les
axes. La projection des points entiers du polyédre selon la variable ¥ est égale 4 I’ensemble:
{2, 5, 6,7}

Nous remarquons que le domaine de projection (DP) sur R contient les valeurs X = 3
et X = 4, auxquelles ne correspondent aucun point entier du polyédre initial.
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Nous définissons donc la projection entiére d’un polyédre ou projection d’un Z-polyédre:
On appelle projection entitre d’un polyédre P selon une variable X; ’ensemble des
projections des points entiers du polyédre P. Elle se définit par:

proj—entiere(P, X;) = {( X1.Xi1Xi11..X,) € ZP-1 | 2 €Z tel que (X1..X;_1 2 Xit1..X, ) eP }

La projection entitre d’un polyédre selon une variable s’obtient en éliminant la variable
du systéme linéaire tout en respectant les régles de transformation des expressions entiéres,
rappelées au [§Annexe]. Ces régles introduisent des divisions entiéres dans les expressions.

Cette projection entitre ne correspond pas forcément & un polyédre convexe. Nous
dirons par abus de langage que nous obtenons un Z-polyédre non-convexe.

Donnons un exemple:

-z < -1
z < 10
-z + 3z < -1 = z< =z
-y — 3z < -1 = =B <,
La projection entiére selon la variable z donne:
—y+3 ~1
3 = B
—z < —4
-y < 29
Ces éléments sont représentés sur la figure 4.4.2 bis.
x+y
9Jk e ek kX k% % % % % % %
8 - o0k ok % ok % % % % %k %
7 * * * * * * * * % * %
6 - * * * % * * % * * * *
5 - 3 ¥ ok ok ok ok % % %k % %
4..
3 -
2_
1 )

1 I I I I 1 I I I

I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
figure 4.4.2 bis
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En fait, la “projection continue ” est différente de la “projection entidre ” uniquement
lorsque les coefficients de la variable selon laquelle on veut projeter ne vérifient aucune des
trois conditions exposées dans la section suivante. Dans les autres cas I’élimination de la
variable, par 'algorithme de Fourier, n’ajoute au domaine projeté aucun point entier.

4.4.3 Conditions suffisantes

Nous avons trouvé des conditions sur les variables du systéme qui permettent de savoir
si la projection des points entiers du polyédre est convexe et, donc, équivaut & I’ensemble
des points entiers contenus dans la projection “continue” du polyadre. Ces conditions nous
ont permis de développer les algorithmes permettant de caractériser exactement I’ensemble
des points entiers recherchés.

Nous avons le théoréme suivant:

Soit
& _ {(Al—cl) +di k<
- =

0
(Ag-—Cz) i dzk 0

le systéme linéaire caractérisant un ensemble points entiers I P,.
(les ezpressions A; sont des eapressions linéaires en nombres entiers
n

A; = Z a;i vy , les aj; des entiers, v; des variables du systéme,
=1,k

dy et dy des entiers positifs, k une variable du systéme )

et

SP = {d]_ (Ag—c;) S d2 (_Al +c1)

le systéme linéaire résultant de Uélimination de la variable k des deuz

premiéres inégalités du systéme S , en utilisant la méthode de Fourier-
Motzkin.

Notons IP,, I’ensemble des points entiers définis par SP.

La projection de I P, selon la variable k est égale ¢ T P,,, si au moins
une des trois conditions suivantes est vérifiée:
e le coefficientd; = 1
e le coefficientd, = 1
o dy (A2—¢2) + didy — dy < —d; (A1 —c1) est redondante pour
le systéme S

La projection entiére d’un polyédre (comportant plusieurs paires d’inéquations contrai-

gnant k) selon la variable k est équivalente 2 la projection continue du polyédre si toutes les
paires d’inéquations contenant la variable k vérifient au moins 1’une de ces trois conditions.

58



Démonstration:
Nous commengons par démontrer que tout point de IP,, correspond bien 3 la projection

entiére d’un point de IP, si d; ou d, vaut 1.
Tout point de IP,, vérifie la contrainte:
b (d2-c2) < d(-A1+ec1) (I)

e Pour d; = 1, nous avons:

Az ~c; < dy(—4A1+¢) ()
A et ¢; étant des expressions entiéres, il existe donc un entier z = —A4; + ¢; tel que
A2 — Ca S dg Z
Cet entier z vérifie les deux conditions:

z _<_ CI—A]_
(Ag—Cg) S dgz

Tout point de IP,, correspond donc & la projection selon k d’au moins un point entier
z de IP, si d; vaut 1.

¢ Pour d; = 1, tout point de IP,, doit vérifier:

di(d2-¢c3) < A1+ ¢ (I1)

A3 et ¢, étant des expressions entiéres, il existe donc un entier z = 4, — ¢, tel que
d;z S c1 — Al

diz € ¢ - A
(Az—Cz) S F4

Tout point de IP,, correspond donc 2 la projection selon k d’au moins un point entier
z de IP, si dy vaut 1.

Cet entier z vérifie les deux conditions: {

Montrons maintenant que si la troisiéme condition est vérifiée, tout point entier de I P
correspond a la projection entidre d’un point de IP,.
Si la troisiéme condition est vérifiée, la contrainte

di (A2 —¢2) + dy dy — dy < —d, (41 —c1) (IID)
Pest toujours. L’inégalité suivante ’est donc aussi (dy et dy sont positifs):

dy (A2-c2) + didy — dy _ —d; (4,
<

— Cl) i
d1d; - d,d; (v)

'Rappelons que dans toutes les démonstrations, les divisions sont des divisions entiéres, et que les
opérations de transformation des expressions entidres utilisées sont celles exposées en Annexe [§Annexe].
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11 existe alors une valeur entiére z telle que:

di(A2—c3) + d1 d, - d; g (A1 — ¢1)
didy - = dyid,

En utilisant les régles de réécriture des expressions entidres décrites en [§Annexe],
les inégalités sur la variable z se traduisent:

d]_ (Az o Cz) + d1 dz - dl S dldzz'l- d]_dg -1 — dl (Ag -Cg) - d] +1 S d;dzz
didyz < —d; (A1 — c1) didyz < —d; (41 — 1)

En utilisant une nouvelle fois les régles de réécriture des expressions entitres,
on obtient:

(d1 fa‘lz—cz);d1+1)+d1—1 < 2d,
d1z < —(41 - ¢1)

5 i (42 — ¢3) < 2d;
o { diz< —(41 - 1)

c.q.f.d.

4.4.4 Introduction des divisions entitres

Si les trois conditions précédentes ne sont pas vérifiées, il est aussi parfois possible

d’éliminer la variable du systéme, sans modifier la projection de IP,, en introduisant des
divisions entiéres.

Pour éliminer une variable enti¢re k d’un systéme linéaire, sans modifier le résultat de

la projection entiére du systéme selon cette variable, il faut éliminer cette variable tout en
respectant les régles de transformation des expressions enti¢res. Ces régles introduisent des
divisions entiéres dans les expressions.

Soit § un systéme linéaire:

—dzk-f—AzSc;
(S){d1k+A13c1

n

(les expressions A; sont des expressions linéaires en nombres entiers Ay = Z aji vy,

1=1,l#k

les a;; des entiers, v; des variables du systime, d; et d, des entiers positifs, k une variable
du systéme )

L’utilisation des régles de réécriture des expressions entiéres nous permet de le mettre

sous la forme:

As— 2 do—1 < k dy (Ag—c;)d-l‘; dy dz — d; < k
S o2 = 2 S 142 -
( ) { k S ! A;;I-c:! ( ) { k S ds Iz:zlz-l-cll
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Aprés élimination de la variable entitre k, on obtient Pinégalité:

dy (A2 —¢2) + di1 dy — 44 . —-d; (A1 — 1)
d1d> - dyd;

Cette inégalité équivaut & la projection entitre du systéme S selon la variable entiére k.
Il est possible de déduire de cette inégalité, une contrainte sur une variable ! du systéme,
si cette variable n’apparait que d’un coté de I'inégalité.
On obtient dans ce cas une inégalité:
(IIT) A)l < E; ol E; est une fonction de Ay, Az, 1, c3, di, et d; contenant une
division entiére.

Exemples:
~it3k 2 3 [+2< 3k < 8+4 (I
Soitlesysttme S1 = ¢ j — 3k < -2 <+ g§1=4J1T2s3k<3+i (I)
—j <o W=

60

L'inégalité (I) est aussi équivalente & (II) £ < 25 qui peut se réécrire sous
la forme:
F+4< 33 +2  ,soit j < 3(3H) -2

Prenons un autre systéme

-j +3k <3 . |
S2=23j-3k< -2 s, s2= [it2S 3k <345 (D)
_j<0 _JSO

L'inégalité (I) est équivalente & (II) -7.—';'—4 < %1' qui ne peut pas se traduire

automatiquement sous la forme d’une contrainte sur j

Cette possibilité d’élimination est importante car elle va permettre d’éliminer certaines
variables que 1’on ne pouvait pas éliminer par projection simple, sans modifier ’ensemble
de points entiers recherchés. Par contre, elle introduit des divisions entidres dans les ex-
pressions des contraintes du systéme.

Ces divisions entiéres ne facilitent pas 1’élimination des autres variables du systeme (ce
n’est pas une opération interne). Il faut donc retarder leur introduction dans le systeme.

4.4.5 Algorithme de calcul de la projection entiere d’un polyédre

Nous présentons maintenant ’algorithme permettant d’obtenir le polyédre résultant de
la projection entiére d’un systéme sur un espace de dimension inférieure. Clest 3 partir de ce
dernier que I'on générera le code correspondant a I’ensemble des points entiers recherchés,
lorsque la dimension du domaine image est inférieure & celle du domaine d'itération.

On suppose que 1’on recherche la projection entiere d’un systéme linéaire & m variables
sur n variables. On appelle ces n variables, les variables de base et les m — n autres, les
variables hors-base.
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On associe & chaque variable un indice N;, en supposant que les indices associés aux
variables hors-base & éliminer sont les plus forts. On associera le numéro N; 3 la variable
de base la plus externe, dans le corps de boucles que l’on veut générer, N, & la suivante,...
N, ala variable de base la plus interne, Np+t1 & la variable hors base la plus externe, ..., et
Np, & la variable hors base la plus interne.

On note S/, le systéme linéaire obtenu aprés projection de la variable k.

1. Pour chaque variable hors base k:

(a) Séparer les contraintes de § contenant la variable k des autres.
Soit R 1’ensemble des contraintes ne contenant pas la variable k.

(b) Poser S, := R,
(c) Soit POS 1’ensemble des contraintes {(A1 —c1) + dik < 0} on 1e
coefficient de k est positif,
et NEG 1’ensemble des contraintes {(A;—c;)—dok < 0} ot il est négatif.
Combiner chaque paire d’inégalités (pos € POS,neg € NEG):
i. Pour chaque paire d’inégalités telles que d; =1 ou dp =1
ou (dy (A2—c3)+did;—d; < —dy(A; —c;) redondante pour S) faire:

St =S+ {di(Az — c2) < —da(4; — ¢1)}

ii. Pour chaque paire d’inégalités telles que d; > 1 et dy > 1
ot (dy(Az — ¢c3) + didy — d; < —d3(A; — ¢;) non redondante pour )
faire:

Stk = Spk+{di(42 — e2) < —dp(41 —c1)} + {pos,neg}
(d) Poser § := 5

2. Associer a chaque contrainte du systéme un numéro de variable N;:

Associer & chaque contrainte le numero de la variable, appartenant
4 la contrainte, et d’indice N; le plus fort.

3. Eliminer les contraintes redondantes du systame:

(a) Eliminer les contraintes redondantes en cherchant & éliminer en
premier les contraintes associées a un indice N; fort.
Conserver au moins 2 contraintes pour chacune des variables N; du
systéme (une contrainte ol le coefficient de la variable N; est
positif pour la borne supérieure, une contrainte ot il est négatif
pour la borne inférieure).
Eliminer toutes les contraintes redondantes associées & une variable
hors base N, si la variable n’apparait pas dans les contraintes
associées & un indice Nj, j>k
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4. Simplifier les contraintes contenmant encore des variables hors base

(a) Pour chaque paire d’inégalités ((A; —c1)+dik <0 ,(Az—c3) —dzk < 0)
ol k est une variable hors base n’apparaissant dans aucune des
contraintes assocides & un indice N;,i>k

i. Eliminer la variable k en combinant les 2 inégalités et en
introduisant des divisions entiares.

ii. Associer a la nouvelle contrainte la variable, appartenant a la
contrainte, d’indice N; le plus fort.

(b) Eliminer les contraintes redondantes du dernier systadme en exécutant
la phase 3.

L’introduction des divisions entiéres et la conservation de variables suplémentaires (selon
lesquelles on voulait projeter) dans le systéme, traduisent la non convexité du domaine
projeté. En effet, c’est lorsque les contraintes sur ces variables supplémentaires ne sont pas
vérifiées, pour des valeurs possibles des autres variables du systéme linéaire, que le domaine
projeté est non convexe.

Cet algorithme a la méme complexité que I’algorithme de Fourier-Motzkin c’est-a-dire
exponentielle,

4.4.6 Exemple

Soit le systéme de contraintes:

—t3 < -1
ts < 10
-t -3t < -1
14+ 3t3 < 20
—ts+3ts < -1
it —3i3 < 30

Voici les étapes de ’algorithme de projection entidre du systéme S selon la variable ts.
Au cours de ’étape 1 les systémes R, POS et NEG sont calculés:

tz3 < 10 —t3 < -1
R=0, POS = | t +3t; < 20 et NEG = { —t; -3t < —1
—124+ 33 < -1 ity —3t3 < 30

Aprés Iétape 1.c.ile systéme S /ts Vaut:

t, < 17
- £ 29
-ty <-4
t, < 60

Sf i3
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Aprés I'étape 1.c.ii il vaut:

( t;y < 17
- < 29
—t; <-4
J ts < 60
- —33 < -1
11+ 3t < 20
—t2+3t3 < -1
ta — 33 < 30

\

Au cours de ’étape 2 on associe & chaque contrainte le numéro N; se trouvant 3 la
droite des contraintes:

1 < 17

-t £ 29

-t < -4

ts < 60
—t; -3t < -1
i1+ 33 < 20
—t2+3t3 < -1
ta — 3tz < 30

Sf iy =

GO W ==

.

La phase 3 élimine les contraintes redondantes du systéme, on obtient ici le méme
systéme:

ty < 17

-t < 29

—iy < —4

iy < 60
-t -3 < -1
t1 +3t; < 20
—l2+3t3 < -1
ity —3t; < 30

S/ ts = 9

G2 0 W NN =

"

L’étape {-a permet de simplifier les contraintes contenant encore la variable t3 de la
maniére suivante:

-t —3t3 < -1
hh+3tg < 20 -t14+1 < 33 < -1
-ty + 3t < -1 { 2 —30 <33 < 2014
tp — 3t3 < 30

1+3(35%) < ¢t
= {tg < 30+ 3(054)
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La phase 4.b élimine les contraintes redondantes du nouveau systéme (phase 3 de
Palgorithme). Aprés calculs on obtient:

] t, < 17
—t; < 29
—t, <-4
ta < 60
1+3(338) < ¢,
[ &2 < 30+3(254) 2

S?(t, = {

BN NN ==

A partir de ce polyédre nous déduirons un corps de boucles du type:

D0 ¢, = —-29,17
DOt = MAX(41+3x (%)), MIN(60, 30+3 x (254))

ENDDO
ENDDO

4.5 Décomposition des Z-polyedres

Nous présentons dans cette section trois algorithmes qui permettent d’approximer les
“Z-polyédres non convexes” par des “Z-polyadres convexes”:

® le plus petit polyédre convexe englobant un Z-polyédre non convexe,
o le plus grand polyédre convexe contenu dans un Z-polyédre non convexe,

e le découpage d’un Z-polyédre non convexe en polyédres convexes.

4.5.1  Le plus petit polyédre convexe englobant un Z-polyéedre non con-
vexe.

Les ensembles de points entiers obtenus par projections entiéres successives d*un polyédre
selon un ensemble de variables peuvent étre des Z-polyédres non convexes.

P

e e T —

plus petit polyedre-entier
contenant P.
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Pour caractériser le plus petit polyedre englobant cet ensemble de points nous utilisons
I’algorithme de Fourier.

Proposition :

L’algorithme d’élimination d’une variable dans un systéme linéaire proposé par
Fourier [Four2{] (§4.4.1) permet de calculer 1 ‘enveloppe conveze de l’ensemble
des projections des points entiers appartenant au polyédre, é condition que ce
polyédre posséde des sommets auz coordonnées entiéres.

Les polyédres dont nous recherchons la projection ont des sommets entiers par
définition du domaine d’itération.

La démonstration de cette proposition a été présentée dans [LaMa88] par Lassez
et Maher.

4.5.2 Le plus grand polyédre convexe contenu dans un Z-polyédre non
convexe.

Les transformations affines apppliquées aux polyédres convexes peuvent générer des
polyédres non convexes. Cette non convexité est de deux types (voir §3.2.2). La premidre
(polyédre & trous) est caractérisée par une base non-unitaire du Z-module du Z-polyédre.
La seconde ne peut pas étre caractérisée par le Z-polyédre. C’est une non-convexité
périodique au “bord du domaine”.

Nous définissons le plus grand poly&dre contenu dans un Z -polyédre non convexe comme
étant le Z-polyédre non-convexe auquel on éte la partie non convexe au “bord du domaine”.
Dans la majorité des cas, ce polyédre sera le plus grand polyédre dont la projection entitre
est convexe a l'intérieur du Z-polyédre non convexe.

figure 4.5.2
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Propositions

Soit S1 le systéme linéaire en nombres entiers définissant un polyédre P1:

A < kdy (I
1 {kdg < B (EU))

ol A et B sont des expressions linéaires en nombres entiers, k une variable entitre du
systéme, et d; et d; des entiers positifs supérieurs & 1.

Proposition 1:

Soit P2 le polyédre défini par S2:

A < kdi (1)
(52) kds < B (ID)
Ady + dy.dy — d, < B.d; (III)

Le polyédre P2 défini par S2 est un polyédre conveze, contenu dans P1 défini
par S1, dont la projection entiére selon la variable k est conveze.

Démonstration:
Le polyédre P2 est contenu dans P1 par définition, puisqu’on ajoute une con-
trainte au systéme S1, pour définir S2.
Soit P3 le polyédre défini par S3:

(53) { Adp+didy—d; < Bady (III) }

et PP2 le polyédre résultant de la projection entiére de P2 selon la variable k:

(S 52) { A.dy +di dy—dy B; 62 ( IV) }

< o
Ady+did;—d; < B.dy (II)

P3 est le polyédre correspondant & I’enveloppe convexe de PP2, obtenu par
projection selon la variable k.

Montrons que PP2 est bien un polyédre convexe:

P3 étant I'enveloppe convexe de PP2, montrons que tous les points de P3
appartiennent aussi & PP2. Montrons que (IIT) est vérifiée pour tout point de
PP2.

(IIT) Ad; +dydy —d; < Bdy = szf'zé_fz—_dz < f;%
= (IV)
c.g.f.d.
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Proposition 2:
Soit P2 le polyédre défini par 52 .

A < kdy (I)
(32) { ki, < B (I
Ady < Bdy < Adytdida—dy-1 (V)

L’ensemble P2 défini par 52 est un polyédre, contenu dans P1, dont la projec-
tion entiére est non conveze.

Démonstration:

Le polyédre P2 est contenu dans P1 par définition, puisqu’on a ajouté une
contrainte au systéme S1, pour définir S2.

Soit P4 le polyddre défini par S4:
(54) { Ad, < Bud; < Ady+dydy—ds—1 (V) }

et PP2 le polyédre résultant de la projection entiére de P2 selon la variable k:

A.dzytd;.dp—dy

1 Bl 2 (VI)
eey {EE c B }

Bdy < Ady+didy—dy—1 (V)

IAIA

P4 est le polyédre correspondant & I'enveloppe convexe de PP2, obtenue par
projection selon la variable k.

Montrons que la projection entitre de P2 selon la variable k est non convexe;
c’est-a-dire qu’il existe au moins un point x de P4 qui n’appartient pas & PP2.

La contrainte (V) est vérifiée par tous les points appartenant 3 P4,

Ad; ~ Bdy . Adytdy.dy—dy—1
(V) = £2 <33 <4haidasanl (ypy)
A est une expression entiére, posons A =a.dy +7 avec 0 < r <d;—1.

Montrons qu’il existe des valeurs de A pour lesquelles (VI) n’est pas vérifiée
lorsque (VII) Pest, i.e.:
Ady _ Ady :|:d1 dy—dy
34/ m: A didy
(e.di4r).dz < (edi+r).dz +dy .d3—d;
didz didy

RN ad; dg itfdg (a+1)d1da4rds —d3
3 a, 4 / dl 2 < d; dg

Cette contrainte est toujours vérifiée pour la valeur de » = 1. Il existe donc des
points qui vérifient (VII) mais pas (VI). Nous en déduisons 'existence de points
de P4 qui n’appartiennent pas a la projection entitre de P2. La projection
entiére de P2 est non convexe.

= Ja /[

c.q.f.d.
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Théoréme:;

P2 est le plus grand polyédre contenu dans le polyédre non conveze, résultant
de la projection de P1 selon la variable k.

Démonstration:

Rappelons P1, P2 et P2:

A < kdy (I
(51) {kdz < B ((II))

A < kdy (1)
(52) kd, < B (IT)
Ad; +didy —dy < B.dy (III)

A < kdy (1)
(32) kd, < B (II)
Ad; < Bdi < Adytdidy—dy—1 (V)

P1 est 'union des deux polyédres P2 et P2 par définition.

Nous avons démontré pour la proposition 2 qu’il existait des points de P4 qui
n’appartenaient pas & la projection entiére de P2, donc pas & la projection
entiére de P1.

L’ensemble des points entiers de P1 dont la projection entidre est convexe est
donc égal & I'ensemble (P1 - P2), soit P2.

Généralisation & un polyédre & n contraintes:
Pour calculer le plus grand polyédre contenu dans un Z-polyédre non convexe,

il faut conserver uniquement I’ensemble des points du Z-polyédre dont la pro-
jection entidre est convexe.
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Algorithme de calcul du plus grand polyédre convexe contenu dans le Z-polyedre
non convexe résultant de projections entiéres successives sur un polyédre

On note PEC le polyddre initial, et PGPEC le plus grand polyddre contenu
dans le Z-polyddre PEP (Z-polyddre ‘¢ projets ").

Pour chaque variable k selon laquelle on veut projeter en entier:

1. Séparer les contraintes de PEC contenant la variable k des autres.
Soit R 1’ensemble des contraintes ne contenant pas la variable k.

2. Poser PEP = PEC et PGPEC = R,

3. Soit POS 1’ensemble des contraintes {(A4;—c;)+d;k < 0} ot le coefficient
de k est positif,

ot NEG 1’ensemble des contraintes {(4;—c;)—d;k <0} ou il est négatif.
Combiner chaque paire d’inégalités (pos € POS,neg € NEG):

(a) pour chaque paire d’inégalités telles que |d;| >1 et |dj| > 1 et
(d; (4;—c;)+did;—d; < —dj(A; —¢;) non redondante pour PEP) faire:
PGPEC = PGPEC + {(4; —¢;).d; + d;.d; — d; < (c; — 4;).d;}

(b) pour chaque paire d’inégalités telles que |dil =1 ou |dj| =1 ou
(d; (Aj —¢;)+did; — d; < —d;(A; — ¢;) redondante pour PEP) faire:
PGPEC = PGPEC +{(A4; — ¢;)d; < (¢; — A;).d;}

PEP = PGPEC;

4.5.3 Décompeosition d’un Z-polyédre non convexe en polyédres con-
vexes.

Nous appelons, ici, découpage d’un Z-polyédre non convexe en polyédres, I’algorithme
qui permet d’obtenir le résultat de la projection entitre d’un polyédre sous la forme de
plusieurs polyédres.

Remarquons qu'il n’existe pas de découpage unique d’un polyédre non convexe en
polyédres convexes.
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Exemples

—— e = o = —-—
T pe——

- mm omm omm e e e
e e e pep———

11 polyedres convexes 5 polyedres convexes

figure 4.5.3

La solution que nous proposons permet d’obtenir, dans la majorité des cas, un polyedre
relativement grand et plusieurs petits polyédres (exemple de gauche).
Nous avons choisi de découper chaque projection de polydre de la manidre suivante:

° un grand polyédre : le plus grand polyédre contenu dans le Z-polyédre non convexe.
Les détails de ’algorithme permettant de calculer cet ensemble ont été présentés dans
la partie [§4.5.2].

® plusieurs groupes de poly&dres dont 'union forme un Z-polyédre non convexe, résultant
de la projection d’un polyédre selon une variable.

Partitionnement d’un Z-polyédre non convexe

Soit
A < kd ()
(52) kd, < B (II)
Ady, < Bdy < Ady+didi—dy—1 (V)

un polyédre dont la projection entiére selon k est non convexe. Rappelons que d;,d>
sont des entiers positifs dont la valeur absolue est supérieure & 1,k est une variable du
systéme, A et B des expressions entiéres.

Soit

P, = { Ady <(k+a)dd< Bd, < Ady+didy—dy—1}
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Proposition 1:
Les P, sont disjoints.
Démonstration:

Montrons que: Yz € P, , z ¢ P, a #da,

P ={ Ad < (k+o)did, < Bdy < Ady+dydy—dy -1} (I)

Po = { Ady < (k+d')did, < By < Ady+didy—dy—1} (ID)

Traitons le cas @' > a + 1:

(I) = Ad, < (k + a).dl.dg (III)
(D) + (II) <= (k+a').dyd; < (k+a).dyda+di.dy—dy—1 (V)
(IV) <= (d'-a-1).didy < -dy—1
Comme d,, d;, @ et o sont des entiers positifs (o' > a +1), (IV) n’est
jamais vérifiée. Pour o' > a + 1 les ensemble P, et P, sont donc
disjoints.

Traitons le cas o' < a - 1:

(I) == Ad, < (k+a')didy (V)
M+(V) <= (k+a)did; < (k+a')dydy+dydi—dy—1 (VI)
(VI) <= d2+1 < dida(a'—a+1)
Comme dj, et d; sont des entiers positifs, et o’ un entier inférieur &
a — 1 ,(VI) n’est jamais vérifiée. Pour o’ < a — 1 les ensemble P, et
P, sont aussi disjoints.

c.qfd.
Proposition 2:

si k est une constante égale d c, le polyédre défini par:
P. ={ Ad < cdidy < Bdy < Adytdypdi—dy—1 }

est un polyédre conveze.

Démonstration:

La projection entiére de P selon c est égale & P., puisque ¢ est une constante. Elle est donc
convexe par définition de S2.
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Théoréme:
Soit kppin et kpoe les bornes inférieures et supérieures des valeurs prises par
la variable x dans le systéme linéaire en nombres entiers 53,

Les polyédres P, | kmin < ¢ < kpae forment une partition de P2.

Démonstration:

Le polyédre défini par 52 est par définition égal & 'union des polyédres P. pour tout
(kmin < € < kmaz). Les P. étant disjoints entre eux, ils forment une partition de P32.

La projection entiére du polyédre P2 défini par 52 peut donc étre découpée en
Emaz — kmin + 1 polyédres P,.

Algorithme de découpage d’un Z-polyédre non convexe en polyédres

Soit PECS 1’ensemble des polyddres PECS; constituant le Z-polyddre non convexe,

résultant de projections entidres successives d’un polyddre P selon un ensemble
de variable k;.

Avant toute projection entidre, nous avons PECS = P.
Pour chaque variable k; selon laquelle on veut projeter en entier, et pour
chaque polyddre PECS; appartenant & PECS, faire:

1. Séparer les contraintes de PECS; contenant la variable k; des autres.
Soit R 1l’ensemble des contraintes ne contenant pas la variable k;.

2. Poser PEP, = R,

3. Soit POS 1’ensemble des contraintes {(A;—c;)+d:k; <0} od le coefficient
de k; est positif,

et NEG 1’ensemble des contraintes {(4;—c;)—d;k < 0} ot il est négatif.
Combiner chaque paire d’inégalités (pos € POS,neg € NEG):

4. pour chaque paire d’inégalités telles que |d;| =1 ou ldjl =1 ou
(d; (4j—c;)+didj—d; < —d;(Ai—c;) redondante pour PECS;) calculer PEP;:

PER, = PEP, + {(4j-c;)di<(ci— Ai)d;}

5. pour chaque paire d’inégalités telles que [d;| >1 et |d;| > 1 et
(d; (Aj—c¢j)+did; —d; < —d;(A; — ¢;) non redondante pour PECS;):

(a) calculer le plus grand polyddre convexe contenu dans PECS,; apras
pProjection selon la variable k;:

PERy = PER+{(4j—c)di+didi—d; < (ci— Ai).d;)

(b) calculer le polyaddre non convexe PEP;, ; résultant du complémentaire
de PEP,, dans PEP, apras élimination de k; dans les deux inégalités.
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PEP(,-J = PEP;-I—{(A:;—CJ').d.' < (C.;—A,').dj < (A,‘—Cj).d{-l-dj.d;—d,‘—l}

Calcul des polyddres convexes contituant PEPF,; ;:

i. Calculer k., et k... par pProjection ‘‘ continue’’ du polyddre

PEPF,;; selon toutes les autres variables du systéme.

DD k maz—F minT1
PEH,',J' = U : k # P-Eﬂi,j,m

m=1

ot PEP;;,, est convexe et défini par:

PEP;;,. = PEP+ { (4j = ¢j)-d; < (m + kg, — 1)djuds <

(e — Ai)d; < (Aj - ¢j)di +djudi —d; — 1

4.6 Calcul du nombre de points entiers contenus dans un
polyédre.

Pour connaitre le nombre des éléments référencés par un tableau dans un corps de
boucles et le nombre des éléments que I’on a choisi de transférer de la mémoire globale vers
les mémoires locales, nous avons besoin de calculer le nombre de points entiers contenus
dans un polyédre.

Le calcul du volume d’un polyddre convexe quelconque étant trés complexe [DyFrs8],
nous chercherons seulement une bonne approximation de ces deux volumes.

K. Gallivan, W. Jalby et D. Gannon proposent dans [GIGa88] une méthode qui permet
de calculer le volume de I'image d’un polyédre par une transformation linéaire.

Cette méthode est inspirée du calcul du volume d’un polyédre P! = B.P de méme
dimension que P pour lequel vol(P') = |det(B)|.vol(P).

Elle permet de calculer le volume d’un polyédre P’ = B.P lorsque la dimension du
polyédre image est inférieure ou égale & celle du polyedre initial P, et que I’on sait évaluer
le volume du polyedre initial.

Soit P’ un polyédre tel que P’ = B.P. Si P' est de dimension s, on exprime les vecteurs
de base p; de chaque face de P de dimension s en fonction des vecteurs de base pi de P'.

s
P = Z s
=1
le volume de I'image de chacune de ces faces peut &tre approximé par:

|det( A)|.vol( face;)

olt A est la matrice dont les coefficients sont les a;,, et vol( face;) le volume de la face de
P de dimension s considérée.
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Le volume total de I’image de P peut étre approximé par:

z |det( As)|.vol(face;)

iEF

ot F est ’ensemble des i faces de dimension s de P.

Cette méthode suppose que 1’on sache calculer facilement le volume du polyédre initial
(multiplication des intervalles des valeurs prises par les vecteurs de base). Or le calcul de
ce volume n’est pas souvent simple. En effet, le polyédre initial est défini par un ensemble
de contraintes sur ces vecteurs de base, chaque vecteur de base peut &tre contraint par
plusieurs (> 2) contraintes, chacune de ces contraintes peut étre une combinaison linéaire
des autres vecteurs de base, etc...

Nous utiliserons donc cette méthode, dans le méme cadre que [GJGa88], pour calculer
un approximation du nombre des éléments référencés par un tableau dans un corps de
boucles et lorsque I'on peut facilement calculer le volume du domaine d’itération (polyédre
initial), c’est-a-dire lorsque ce domaine est un parallélépipéde. Dans les autres cas nous
utiliserons la méthode proposée par N. Tawbi dans [Tawb90].

Cette dernitre découpe les polyédres en un ensemble de polyédres pour lesquels le calcul
du volume est relativement simple: chaque vecteur de base est contraint par uniquement
deux contraintes, les contraintes sont linéaires, ... Enfin, le calcul du nombre des éléments
appartenant aux polyédres résultant de la décomposition se traduit sous forme de somma-
tions et utilise les nombres de Bernouilli.

Nous utiliserons cet algorithme pour calculer le volume des éléments référencés par un
tableau dans un corps de boucles lorsque I’on ne sait pas calculer directement le volume
du domaine d’itération (polyédre initial) ainsi que pour évaluer le volume des &éments 3
transférer, qui ne dépend pas directement du polyédre initial.

4.7 Conclusion

Tous les algorithmes que nous venons de présenter sont utilisés pour caractériser les
ensembles de données référencées par une (ou des) fonction d’accés aux éléments d’un
tableau dans un corps de boucles.

Ces ensembles n’étant pas toujours convexes, nous avons proposé un algorithme pour
chacune des opérations permettant de les approximer par des ensembles convexes et / ou de
les décomposer en plusieurs ensembles convexes.

Ces ensembles pourront ainsi toujours étre représentés par des polyédres, principalement
des systémes linéaires en nombres entiers.

La non convexité des ensembles référencés résulte de projections successives de polyédres.
Nous avons trouvé des conditions suffisantes pour savoir si Popération de projection des
points entiers du poly&dre est exacte. Ces conditions sont & la base de nos algorithmes.

Dans la majorité des cas, on construit le polyédre recherché en ajoutant des contraintes
au systéme linéaire initial pour le diviser ou conserver certaines propriétés (convexité ou
non-convexité) du polyédre. Ces opérations conduisent rapidement & des systémes linéaires
de taille trés importante. Nous utiliserons donc des algorithmes de simplification des
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systémes linéaires: la normalisation et I’élimination des contraintes redondantes qui per-
mettent de réduire considérablement leur taille. Ces algorithmes doivent étre utilisés aprés
chaque élimination d’une des variables du systéme, de maniére & conserver des systémes de
dimension acceptable.

L’ensemble des programmes servant i la génération du code de transfert des données
a été écrit en langage C. IIs appartiennent 3 la bibliothéque C3 “polylib” regroupant des
algorithmes de manipulation des matrices et des poly&dres développés & I'IRISA par I'équipe
de P.Quinton, & I'Université Pierre et Marie Curie par F.Feautrier, et & ’Ecole des Mines
de Paris par ’équipe du projet PIPS.
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Chapitre 5

Génération de code: Base de
parcours, Déclarations,
Modifications des références

Nous présentons dans ce chapitre et dans les deux suivants les algorithmes que nous
avons développés pour générer le code de transfert des éléments référencés par un (ou des)
tableau dans une tache paralltle.

Rappelons que nous supposons qu’il est possible de distinguer les phases de calculs,
qui s’effectuent uniquement avec la mémoire locale, et les phases de transferts entre la
mémoire globale et les mémoires locales. Les taches sont supposées ne pas comporter de
synchronisation interne.

Dans un premier temps, nous supposons que chaque tache ne contient que des affecta-
tions et des boucles DO & bornes affines (i.e. ni CALLs, ni IFs). Les références sont aussi
supposées affines.

La passe que nous avons étudiée doit transformer le code des tiches en un code de
sous-programme contenant: des déclarations de variables locales (chapitre 5), le code de
transfert des données de la mémoire globale vers la mémoire locale du processeur ot est
exécutée la tache (chapitre 6), le code de calcul, et le code de transfert des résultats de la
mémoire locale vers la mémoire globale (chapitre 6).

Nous présentons dans le dernier chapitre consacré & la génération de code (chapitre 7)
les extensions des hypothéses faites auparavant.

Dans ce chapitre nous développons les premiéres étapes de la génération de code:

e le choix d’une base de parcours des éléments référencés par T,
e la déclaration des tableaux locaux,

e Palgorithme de modification des références aux tableaux en des références aux tableaux
locaux.

Nous exposons dans la premitre partie les notations utilisées tout au long de cette
étude. Le choix d’une nouvelle base de parcours des éléments référencés par le tableau T
est importante puisqu’elle va permettre de minimiser le nombre des transferts. C’est I’ob jet
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de la deuxiéme partie de ce chapitre. Les troisiéme et quatriéme parties définissent les
fonctions d’accés aux éléments du tablean T, référencés en mémoire globale, et aux éléments
du tableau local T'L en fonction de la base de parcours précédemment calculée. Dans la
cinquiéme partie, nous exposons les techniques envisagées pour calculer les dimensions des
tableaux locaux. Enfin, dans la derniére, nous présentons la méthode de transformation
des références aux tableaux en des références aux tableaux locaux.

3.1 Quelques notations:

On exprime P'espace d’itération d*un ensemble de boucles ”DO” par un polyédre convexe
2 - . 4 oz = —
A.j <= d ol A est une matrice, 7 une des itérations du corps de boucles, et & un vecteur.
On note ¢ la fonction d’accés d’une référence 4 un tableau T dans le corps de boucles.
Ona@ = F .j + fpouF est la matrice représentant la fonction d’accés ¢ dans j et f,
la partie constante de la fonction d’accés a la référence.
Par exemple, si on considére le corps de boucles:

DO I=1,10
D0 J =1,20
T2xI + J - 53xJ + 1) = ...
ENDDO
ENDDO

la matrice A, le vecteur & et les matrices associées & F et fo s’écrivent:

-1 0 o]
1 0 .| 10
4= | =]
0 1 20
et

P (1) 4 (3)

On note F; le i-iéme indice du tableau T, c’est & dire celui qui correspond & la i-iéme
ligne de la matrice F et du vecteur fj.

Rappelons le type de code transfert que I’on veut générer et les relations qu'il implique
entre les tableaux, adressés en mémoire globale, et les tableaux locaux.

On veut obtenir, pour le code de transfert de la mémoire globale vers la mémoire locale,
un nid de boucles permettant de copier ’ensemble des &léments référencés par un tableau
T dans un tableau TL local & la mémoire locale.
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Ce nid de boucles sera de la forme:

DO t]_ = N,M
DO t3 = fo1(t1), fa2(t1)

Do ¢, = fnl (tla 12y ey lnq )a fnz(tla 25 eesy tn—l)
TL(¢'(t1st2smstn)) = T (0(t1,82,e0nrtn))
ENDDO
ENDDO
ENDDO

ot { représente une base de vecteurs permettant de parcourir ’ensemble des éléments
référencés par le tableau T et les fonctions fi;(t1,t2,...,t,) des fonctions affines des indices
de boucle t1,t3, ...,tn. @ est la fonction d’accés aux éléments du tableau T, accessibles en
mémoire globale, et ¢ la fonction d’accés aux éléments du tableau local TL.

De méme, pour le code de recopie nous aurons un code du type:

DO ¢4y =N,M
DO is = f21(t1)’f22(t1)

Do i, = fnl(tlsth“-atn—l)s fﬂz(tlyth-"stn—l)
T(S"(thth-":tﬂ)) = TL ((P’(tlytzs-",tﬂ))
ENDDO
ENDDO
ENDDO

ol { représente une base de vecteurs permettant de parcourir ’ensemble des éléments
modifiés au cours de 1’exécution.

5.2 Choix d’une base de parcours des données

On appelle domaine image 1’ensemble des éléments référencés par un tableau T dans
un corps de boucles. Rappelons que pour référencer de fagon minimale (sans références
multiples [§3.2.2]) ’ensemble des éléments de ce domaine, il est important de trouver une
base les définissant. Ses éléments appartiennent tous au Z-module qui caractérise le do-
maine. Pour trouver une base permettant de parcourir tous ces €éléments, il suffit donc de
trouver une base caractérisant ce Z-module.

La partie constante de la fonction ¢ d’accés aux éléments du tableau est indépendante
du Z-module, on recherche donc une base définissant le Z-module L(F). Les propositions
4.1.3.1 et 4.1.3.2 montrent que la forme réduite de Hermite associée i la matrice F permet
de trouver une telle base. C’est cette dernitre que nous utiliserons, dans la majorité des
cas.
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Rappelons [§4.1.3] que pour toute matrice F, il existe deux matrices unimodulaires P
et Q telles que:

P.F.Q = (‘; g) = H

ol H est la forme réduite de Hermite associée & F de rang r, L une matrice triangulaire
inférieure de dimension r X r, § une matrice de dimension n — r x r, et P une matrice de
permutation de dimension n X n.

La fonction d’accés aux éléments du tableau s’écrit dans cette base:

¢=PHQ ]+ f.

5.2.1 Optimisation de la base pour des transferts contigus

En Fortran, les éléments des tableaux sont stockés d’abord selon le premier indice du
tableau. Pour privilégier, lors des transferts, des accés contigus aux éléments du tableau
[§1.1.1], il faut que I’un des vecteurs de base du domaine image soit colinéaire au premier
indice F; du tableau et que les autres vecteurs soient linéairement indépendants de ce
dernier. On utilisera ce vecteur comme indice de la boucle la plus interne dans le code
transfert.

Exemple

Prenons pour exemple le code de calcul suivant:

D0 I=1,10
D0 J =1,20
T2xI + J,3xJ + 1) =...
ENDDO
ENDDO

Pour privilégier des accés contigus aux éléments du tableau T, il faut trouver un
vecteur de base colinéaire au vecteur 2@'_-|: j- Soit 'la nouvelle base du domaine
image et f; ce vecteur vérifiant « £, =2£: j. La nouvelle fonction d’accés aux
€léments du tableau est de la forme:

@ = (axtz,pz(ts,ts)) et le code de transfert se traduira sous la forme suivante:

DO #= ...
DO tp= ...
TRANSFERER T (a X ta, @2(t1,t2))
ENDDO
ENDDO

Si @3(t1,22) est linéairement indépendant de £, et si @ vaut 1 tous les transferts
se feront de maniére contigué, si a # 1 ils se feront avec un pas de o unités (i
est alors aussi possible les vectoriser sur certains multiprocesseurs).
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La forme réduite de Hermite associée & ¢ permet d’obtenir une base caractérisant les

éléments référencés par le tableau, cette base ne favorise pas nécessairement les possibilités

de transferts contigus. En fait, elle les favorise lorsque la matrice P~ H est diagonale.

Soient o; les coefficients de cette diagonale, la fonction d’accds aux &léments du tableau se
ait1 + f1

astz + f2

traduit alors: ¢ = et le code de transfert correspondant aura la forme:

D0 t,=N,M
DO i1 = f21(tn), f22(tn)
DO ¢ = fnl(tna tn_1yeny tz)s fﬂ.z(tn$tn—11 --'stZ)
Tlar Xty + fr,00 Xta+ foyeey@n X tn + Ir)
ENDDO
ENDDO
ENDDO

Les autres formes canoniques telles que la forme normale de Hermite et les formes
réduite et normale de Smith permettent d’obtenir aussi la matrice F en fonction d’une
matrice de base et de deux matrices P et Q unimodulaires. La matrice P n’est pas forcément
une matrice de permutation, les indices F; peuvent donc &tre des combinaisons linéaires des
vecteurs de bases. Ces autres formes canoniques n'apportent donc pas plus de possibilités
de transferts contigus.

Les solutions que nous proposons maintenant permettent de calculer une base favorisant
les transferts contigus lorsque la matrice P~1H est non diagonale et lorsque les éléments
référencés sont contigus. Nous distinguons deux cas: le cas o1 la dimension du domaine
image est égale & celle du tableau et le cas o elle est inférieure.

1. Lorsque rang(F) = dim(T) = n il faut trouver n vecteurs de base. La base constituée
de I’ensemble des indices F; est valide (les n vecteurs sont linéairement indépendants
et on conserve F; comme vecteur de base).

La base caractérisant le Z-module des éléments référencés se traduit dans cette nou-
velle base par une matrice H,, diagonale dont les éléments diagonaux h;; valent:
hi; = pgcd(F;1, Fiz,..., Fiy,). La fonction ¢ d’accés aux éléments du tableau s’écrit:

hu 0 0 0 0 r;t
0 hy, 0 0 0 £

haz
¢=Fitfo=PlH Qi+ fo=1d| v hii v 0 f‘» i+f
0 0 0 0 hy, ,,EL
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Exemple

Voici un exemple ot il est préférable de choisir une autre base que celle de
Hermite associée & F et ol dim(¢p) = dim(T).

Considérons la référence au tableau T(6i + 3k, j + k). En prenant la forme
de Hermite H associée & F on obtiendrait:

g 2 01
6: + 3k _ = | -7, 7 — 1 0 3 0 0 <+

1
+ fo
le deuxiéme vecteur de base du Z-module #; + £, n’est pas indépendant du
premier,

Il est préférable de prendre la base £ = g : 7

2
0
-~ 6t + 3k _ a7z, 7 _[3 0 201\ =
ot les deux vecteurs de base du Z-module (3 x ¢; et t3) sont indépendants.

2. Lorsque r = rang(F) < dim(T) il faut trouver r vecteurs de base linéairement
indépendants et conserver le premier indice F; comme vecteur de base afin de garder
des possibilités de transferts contigus.

La nouvelle base peut étre construite par ajouts successifs des indices F; dans la base,
si I'indice F; n’est pas combinaison linéaire des vecteurs de base déja choisis. Soit 7
cette base.

La fonction d’accés aux éléments se décompose alors sous la forme suivante:

¢ =P H,Q: 7+ fo ol les r premiéres lignes de Q'] correspondent 3 la base i
choisie, les » premiéres lignes de H,, ala base du Z-module (selon la base i = Q;17) et
les n —r derniéres lignes de H,, aux coefficients de multiplicité des indices en fonction

des vecteurs de base. Notons que H,, est une matrice de Hermite particuliére associée
a ¢ et que la matrice P, est une matrice de permutation.

Exemple

Voici un exemple o1 il est aussi préférable de choisir une autre base que la
forme réduite de Hermite lorsque dim(p) < dim(T).

Considérons la référence au tableau T(i + j,2i + 27,3i + 3k). En prenant
la base suivante déduite de H on obtient un vecteur de base 3 x £; — 3 x ty
dépendant du premier.

it+j 100 1 0 0 11 0
20+2j | =P 'HQYj+fo=| 0 0 1 3 -3 0 01 -1]7
3i + 3k 010 2 0 0 00 1
+ /o
110
En prenant labase {= Q7= 0 1 1 |7
001
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on obtient des vecteurs indépendants:

it ) 100 100 110
242 | = P7'H, Q' 7+fo=| 0 0 1 030 01 1|7+
3i + 3k 010 2 00 001

fo

Pour faciliter la compréhension et la discussion des méthodes présentées dans les sections
et chapitres suivants, lides & 1a base de parcours dont nous venons d’exposer les principes
de calcul, nous considérons que la nouvelle fonction d’accés aux &léments du tableau est
de la forme: ¢ = P~'HQ"'j + f; ot H est la forme réduite de Hermite associée a F.
Lorsque la matrice P~! H n’est pas diagonale, il faudra remplacer les matrices P, H, Q par
les matrices particulitres Py, H,,, Q,, présentées précédemment, qui correspondent A des
formes de Hermite particulidres.

5.3 Nouvelle fonction d’accés aux éléments du tableau
global

Pour référencer les éléments des tableaux se trouvant en mémoire globale, il est impor-
tant de minimiser les accés & cette mémoire. Nous avons donc choisi d’exprimer ces éléments
en fonction de I’une des bases du Z-module qui les caractérise. Soit ¢=P1HQ Y +f, =
PlHE+ fi

Les r premiéres colonnes de la matrice H représentent une base du Z-module L(F)
[§4.1.3.1 et 4.1.3.2).

Notons B cette base et i le vecteur correspondant au changement de base § = Q ¢

La matrice Q étant unimodulaire, 4 tout point entier du domaine d’itération ;
correspond bien un point entier dans la nouvelle base { = Q-1 .7

La fonction d’acsés aux références du tableau T s’écrit dans cette base:

¢=F.7+ fo . .

g=Pl. H.Q'j+Hh=P'. BE.T+ f;

@ = P1.[B0.T+ f. 3

La matrice B étant de rang r, seuls les r premiers indices du vecteur £ servent exprimer
la fonction d’accés aux éléments de 7.

5.3.1 Exemple

Prenons le nouvel exemple:

Do I=1,3
D0 J=1,3
D0 K =1,3
TexI+2xK,J+K) = ...
ENDDO
EEDDO
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les éléments référencés par T dans le corps de boucles sont représentés sur la figure
suivante:

J+K
8 -
7 —
6 — - * ¥
5 — * * * *
& = * * * * ®
3 — : : " ¥
9 — . I_J .k
1 —
NS SN N [N SO YN R Y R S T A B s il
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 01
2 0 2 10 2 00
0 11 01 0 1 0 00 1
La fonction d’accés s’exprime:
tl 2t1
- 10 2 00 0
2 _ p-1 . _
¢ = POAr k= (0 1)(010) 2 +(o)‘ t2
is 0
i+ k
avec f= j+k
k

La base H { caractérise bien le Z-module des éléments référencés par le tableau. Les
codes de transfert seront du type:

DO ta=N,M
DO # = fa1(t1), f22(t1)
TL(?'(t],tz)) = T(2 X 31, tz)
ENDDO
ENDDO

Ici la fonction @ d’accés aux éléments du tableau T accéde & tous les éléments du tableau
avec un pas de 2 unités.
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5.4 Nouvelle fonction d’acceés aux éléments du tableau lo-
cal

Pour référencer les éléments d’un tableau T'L local, la solution la plus simple est de
prendre la méme fonction que celle choisie pour adresser le tableau T en mémoire globale.
Cette solution conduit & déclarer un tableau local TL de méme dimension que le tableau
T et & générer un code de transfert de la mémoire globale vers la mémoire locale du type:

DO ¢ty =N,M
DO t5 = foi(t1), f2a(t1)

Do t, = fﬂl(tl,tg, ...,tﬂ_l),fng(tl,tz,...,tn_l)
TL(p(t1,t2,.00tn)) = T (#(t15t2y ey tn))
ENDDO

ENDDO
ENDDO

et le code inverse pour le code de recopie.

Cependant, lorsque la dimension du tableau T est supérieure & la dimension du domaine
image, il est préférable d’utiliser une autre fonction d’accés aux éléments du tableau TL
afin de minimiser I’espace alloué en mémoire locale. En effet, si le domaine image est de
dimension r inférieure & celle du tableau 7', un tableau local de dimension r suffit pour
contenir tous les éléments de ce domaine.

On le constate sur ’exemple simple suivant:

D0 I=1,10
D0 J=1,20
BE 3 G0 4 BY % g
ENDDO
EEDDO

ott la dimension du tableau T est 2, alors que le rzm( de la fonction F est 1.

11 _ I 10 11
F=(11):P1HQ1‘(01) 10) (01)

La fonction d’accés aux éléments de T en mémoire globale est aprés calculs [§5.3] de la
forme:

@=(t1,t1) avect; =i+ j

En prenant la méme fonction pour le tableau local, on serait obligé de déclarer un
tableau local de dimension 2 alors qu’un tableau de dimension 1 suffit, puisque seuls les
éléments diagonaux du tableau T sont référencés.
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5.4.1 Fonction d’accés aux éléments du tableau local lorsque dim(p) <
dim(T)

La seule transformation bijective permettant de passer d’une fonction de dimension n
caractérisant un ensemble de points entiers de dimension r & une fonction de dimension 7
caractérisant ces méme points est (quand il est possible) un changement de base unimo-
dulaire [Irig87).

Nous proposons le changement de base suivant:

Proposition

Soit = P-1Hi{+ fé la fonction d’accés aux éléments du tableau T de dimension n, et
7 < n la dimension du domaine image référencé par T. En prémultipliant la fonction ¢ par
une matrice Q' unimodulaire on obtient une nouvelle fonction d’accés & ces éléments de
dimension r. Cette matrice Q' est définie par (P-1H)! = P'~1H'Q'~ o H' est la forme
réduite de Hermite associée 3 la matrice (P~1H)t.

Démonstration

Le tableau T étant de dimension n et le domaine image de dimension 7, la fonction
d’accés aux éléments du tableau s’exprime sous la forme:

@ = P-1Hi+ f; ot la matrice H a la forme:

- n
g D e —]
1 t
' t r B
H= =a||B | 0 H = | ___
: 0
1

La matrice P étant une matrice de permutation, la matrice (P~1H)! est une matrice
a coefficients entiers et il est possible de I’exprimer en fonction de matrices P/, H' et Q'
telles que:

(P-1H)! = P'-1H'Q'-! ot H' est la forme réduite de Hermite associde 3 la matrice
(P 'H) de rang r et de la forme:

r T
e ——p
] ]
1 t tl
H’=r1 L! o H’=r[ L' o
P Ly—— ._....i._---
0. O 0. O

La fonction d’accés aux éléments du tableau s’écrit alors:

¢= F;-i-fu = P_l H-?.-I- fn [} I — - ' I i - i
=((P—1 H)t)tfﬁ-fo = (P—l HrQ—l)tt_i_fo = Q—l:‘.H t p "Rt-|-fg
=Q "M H't P'{+ fy car P' est une matrice de permutation.
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En prémultipliant cette fonction par (Q'~1¢)~1, soit Q't on obtient une nouvelle fonction
d’accés linéaire de la forme:

¢ = Q¢=H''PT+ Q"]
Cette fonction est de dimension r, puisque H’ est de la forme:

£ r
g —
] ]
] t tl
H’=r[ L ! ® H’-rI L! o
[ —— T —— PR P L S,
0., © 0. 0

et que P’ est une matrice de permutation.

La matrice Q' étant unimodulaire, & tout point entier du domaine défini par ¢
correspond bien un point entier dans la nouvelle base et inversement. Il existe donc une
bijection entre les éléments référencés par la fonction @ et ceux référencés par ¢'.

En Résumé:

Lorsque la dimension du domaine image est égale 3 la dimension du tableau 7T, la nouvelle
fonction d’accés aux éléments du tableau local est identique & celle du tableau T adressé
en mémoire globale:

¢ =@=Fj+fo = P1HE+ fy avec i = Q.7 ¢ F=P'HQ ot Hestla
forme réduite de Hermite associée & F.

Lorsque la dimension du domaine image est inférieure 2 celle du tableau, elle est définie
par:

¢ =Q"@ = H 'PT+Q"tf avec (P~ H)* = P'~! H' @'~ ou H' est la forme réduite
de Hermite associée & la matrice (P~ H)t .

5.4.2 Exemple

Reprenons I'exemple précédent:

Do I=1,10
D0 J=1,20
TIr + 7, I + J)=...
ENDDO
ENDDO

. 11 _ _ 10 10 |
on F o= (1 1)=PIHQ1= (0 1)(1 o) (o 1)

La matrice (P~ H)® se réécrit en fonction de P’, H', Q':
11 ' ' 10 10 11
-1 S == -1 4 -1 _
(P H) - (0 0)_P £ - (0 1)(0 0) (0 1)
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d’on

11 -1 gt o'~y o= = i
F=(11)=(P HQ )th=((o 1)((113) (; 1))([1':)
i il 11Y(1o) (10} (1
=Q Ut H*p Q-1 = (01)(00) (0 1) (01)
r_ [ ' 10 10 10 2
=Q I‘H’P‘;’l:(l 1)(0 0) (0 1) (01)

En prémultipliant ¢ par la matrice Q" = ( 1A ) on obtient:

A1 EHIHIH
=(; g)f’+(_11 (1])

dot ¢ = (t,0)

-11

10 1 113~ 1 0 »
(0 1) (0 1)3"'(—1 1)f°
0 o 1 13-
0 avec t= 0o 1)?

5.4.3 Présence de plusieurs références au tableau

Lorsque le code de calcul contient plusieurs références au méme tableau, il faut déterminer
les fonctions d’acces aux éléments du tableau local commun aux différentes références. Ces
fonctions dépendent des domaines image définis par les différentes références. Nous distin-
guons plusieurs cas:

e 'un des domaines image est de dimension égale i celle du tableau,
e les domaines image ont des Z-modules identiques,
e les domaines images ont des Z-modules inclus,

e les domaines image ont des Z-modules différents

A tout tableau T on fait correspondre un seul tableau local T'L. Méme si les domaines
référencés par les différentes références sont disjoints, on utilise le méme tableau local pour
stocker ces ensembles disjoints . Cette hypothése est nécessaire pour pouvoir effectuer des
transferts regroupés d’ensembles contigus et disjoints.
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5.4.3.1 Une des références au tableau 7' définit un domaine image de dimension
égale a celle du tableau

Dans ce cas, la dimension du tableau local doit &tre de dimension égale & celle du tableau
T afin de pouvoir enregistrer ’ensemble des données référencées. Toutes les fonctions d’acces
¢; au tableau local sont donc identiques aux fonctions d’accés ®; du tableau T.
Pour chaque référence ¢; au tableau T nous aurons:
=@ = aJs+f01= IHt +f0:

5.4.3.2 Les domaines images ont des Z-modules identiques de dimension inférieure
& celle du tableau

Dans ce cas, 'ensemble des éléments référencés par chacune des fonctions ¢; d’accés au
tableau T’ est de méme dimension r < dim(T). Les fonctions ¢; possédent un Z-module
T1 identique de dimension r et de base P~1H.

Chaque fonction ¢; s’écrit: ¢; = F,-J:: + f;,- = P-lHE + f-;_;,' ott P H est la base du
Z-module caractérisant ¢; selon la base ;.

La fonction d’accés linéaire de dimension r permettant de reférencer Pensemble des
éléments référencés par p; est: qo = Qg = H' 'P'i + Q" fo; ott Q' est définie par
(PY H)t = P'-! H' Q'-! et H' la forme réduite de Hermite associée & la matrice (P~ H)

Comme les bases P~ H des Z-modules sont identiques, & tout élément du tableau T
correspond bien un seul élément du tableau local: T((pl) T(<p2) <= TL(¢]) = TL(¢'2).

Car o1 =92 <= P_lqu 3'1 +fo = IHQz 2+ foz

= Q'PTHQI'i+Q"fu= Q"P'HQ;'j; + Q" for
<= H'P'f+ Q" fo=H *P’tz +Q" fr
e =92

La matrice H' tP’ étant de rang r, les n—r composantes de la fonction ¢} correspondent
aux n — r dernidres constantes de Q"¢ fo;.

Lorsque ces constantes sont égales pour toutes les références au tableau, on utilisera un
tableau local de dimension r pour stocker I’ensemble des données référencées.

Dans les autres cas, le tableau devra &tre de dimension supérieure afin de pouvoir
contenir I’ensemble des données référencées par les différentes fonctions d’accés au tableau.
Ces cas correspondent & des domaines image de méme dimension et de méme Z-module,
mais disjoints.

Exemples
Prenons les deux références au tableau T':
TE+ji+2i+7+1) et T(i+5+1,i+7)

Onnote p; = (i+j+2,i+j+1)et = (i+7+1,i+7)

o 11 - 17 & 1 0 10 1 1)\~ 2
Y= (1 1) =P1IH1Q11.?1+J‘01= (0 1)(1 0) (0 1)J1+(1)
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s _ (11 _ .. a2 _ (10 10 i 1)Y= 1
502—(1 1)-—Pz H; Q3" j2+ foz = (0 1)(10) (01)32-1-(0)

1 et 3 ont le méme Z-module de méme base P~!H. Les domaines référencés
sont tous deux de dimension 1 inférieure A celle du tableau.

Apreés calculs des fonctions d’accés aux éléments du tableau local, on obtient

't _ 10 — 1 D 2 ‘t . 10 — 1 0 1

ato=(3 9)ar( 24 0)(2) « = (2 %)ae( 2 0) (2
— 1 1 o — 1 1 o

avec i3 = (01)32 et ¥ = (01)31

dou ¢h = (1+2,-1)et @b = (t1+1,-1)
Les constantes étant identiques, le tableau local pourra étre de dimension 1.

Le code de transfert aura la forme:

c
c Transfert en memoire locale des elements references par ¢,
c
Do t]_ = N,M
TL(tl + 2) = T(f.]_ + 2,4 + 1)
ENDDO
C
C Transfert en memoire locale des elements references par ¢,
C
DO tl = L,K
TL(t; +1) =T(t1 + 1,t;)
ENDDO

En fait, comme ces deux ensembles de données a transférer ne sont pas disjoints,
nos algorithmes généreront un seul code de transfert pour ’ensemble de ces
éléments référencés. C’est I’objet de la partie [§6.2.1] de cette étude.
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Prenons maintenant les deux références au tableau 7':
TE+j+4i+5+1) e TGE+i+1,i+5+1)

Onnote 1 = (i+j+4,i+j+1)et po=(i+5+1,5+5+1)

= 1 1 _ -1 . T 1 0 1 0 1 l -~ 4
= (12) mmanione (1) (12) (1) (1)
- 11 s <=1 =5 i 10 10 11 = 1
#- (1) -mmarioas (31)(2) (2)3 (1)

@1 et @, ont le méme Z-module. Les domaines référencés sont tous deux de
dimension 1 inférieure & celle du tableau. On recherche donc les fonctions d’accés
aux éléments de TL:

Q,t“":(lll g)t-;+(-11 l1])(‘11) " Q't%:(; g)t;+(_11 g)(i)

= 1 1 i — 1 1 Fad
avec ta = (Ol)jzettl_ (01)31
dott ¢ = (t1+4,-3)et @, = (t1+1,0)
Ici on ne pourra pas utiliser un tableau local de dimension » = 1 car les
2 — 1 derniéres composantes des fonctions sont différentes. Elles attestent de la
disjonction des deux ensembles référencés par ¢; et ¢;, de méme dimension et
de méme Z-module. Nous le constatons sur la figure suivante:

Les points entiers référencés par ¢, sont représentés par “o” et ceux de ¢ par
des “x”,
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Le code de transfert aura la forme:

C
c Transfert en memoire locale des elements references par ¢
C
DOty =NM
TL(t;[ + 4, —3) = T(t]_ +4, + 1)
ENDDO
c
C Transfert en memoire locale des elements references par s
C
DO tl = L,K
TL(t1 +1,0) = T(t; + 1, + 1)
ENDDO

5.4.3.3 Les domaines image ont des Z-modules inclus de dimensions inférieures
a celle du tableau

On suppose ici que tous les domaines image référencés par les différentes fonctions @;
d’accts au tableau T ont un Z-module commun: le Z-module dans lequel ils sont inclus.
Soit TT ce Z-module de base P~ H et de dimension r. Les Z-modules T, de base P7H;
inclus dans T'T vérifient: ﬂ_lﬂ'; =kiP~1H ou f:: est un vecteur dont les composantes sont
entiéres et supérieures ou égales A 1.

Chacune des fonctions ; s’écrit:

¢i=Ffi+ fo = k PUHE + fo;

Soit Q " la matrice de changement de base permettant de passer d’une fonction de
dimension n caractérisant les éléments du Z-module TI A une fonction de dimension r
caractérisant les méme éléments.

Tous les éléments des Z-modules T; appartenant aussi au Z-module T'I, le changement
de base permettant de référencer les éléments de T; A I’aide d’une fonction de dimension r
est identique 2 celui de TI, soit Q .

Les fonctions d’accés aux éléments du tableau local se traduiront:

ol =Q"@ = Q"KP-HE + Q" f

Les n — r composantes de la fonction ¢} correspondent aux n — r derniéres constantes
de Q" fo.

Lorsque ces constantes sont égales pour toutes les références au tableau, on utilisera un
tableau local de dimension r pour stocker ’ensemble des données référencées.

Dans les autres cas, le tableau devra étre de dimension supérieure afin de pouvoir
contenir I’ensemble des données référencées par les différentes fonctions d’accés au tableau.

Ces cas correspondent & des domaines image de méme dimension dont les Z-modules sont
inclus, mais disjoints.

92



5.4.3.4. Les domaines ont des Z-modules différents, non inclus

Dans ce cas, il faut trouver un tableau de dimension minimale permettant de stocker
ces ensembles dont les Z-modules sont différents. Il faut donc calculer le Z-module de
dimension minimale caractérisant tous les éléments référencés. Ce Z-module aura pour
dimension au minimum la dimension du plus grand Z-module plus 1 ( sinon il serait le
Z-module incluant les autres). Dans la majorité des cas, on trouvera alors un Z-module de
dimension égale & celle du tableau. Le calcul exact de ce Z-module étant complexe, nous

traitons ce cas de fagon pessimiste et nous prenons les fonctions d’accés au tableau local
identiques & celles du tableau 7.

5.5 Génération des déclarations des tableaux locaux

Le nombre d’éléments référencés par un tableau T dans un corps de boucles, qui appar-
tiennent & une tache paralltle, est souvent inférieur au nombre total d’éléments du tableau.
L’espace occupé par le tableau local TL servant & stocker ces données en mémoire locale
doit le traduire.

Le langage Fortran accepte comme type de déclaration des dimensions des tableaux,
uniquement des entiers ou des constantes ou encore des expressions linéaires d’entiers et de
constantes.

Le calcul des bornes inférieure ou supérieure des éléments référencés du tableau T peut
dépendre de constantes symboliques, contenues dans les expressions des bornes du domaine
d’itération. Nous proposons de calculer ces bornes par la méthode présentée au §5.5.1.

Une fois ces bornes calculées, il nous suffit de définir deux constantes par indice du
tableau T, une pour la borne inférieure et une pour la borne supérieure. On attribue &
chaque constante les valeurs symboliques calculées. Puis on définit les tableaux locaux avec
ces dimensions de type CONSTANTE.

5.5.1 Calcul des bornes minimales et maximales des indices d’un tableau

Reprenons les notations de [§5.1], nous disposons d’un domaine d’itération: A. 7 < &,
d’une fonction ¢ caractérisant les indices du tableau T: @ = P~1H{ + fE. et d’une fonc-
tion ¢’ caractérisant les indices du tableau TL identique 3 la précédente ou égale a:
Q3= Q'tP-1Hi+ Q" f;. Les fonctions d’accés aux éléments du tableau local dépendent
essentiellement des valeurs prises par les vecteurs de base { puisqu’elles s’expriment sous la
forme de combinaisons linéaires de ces vecteurs.

Nous présentons donc maintenant les méthodes permettant de calculer les bornes inférieure
et supérieure des valeurs référencées par le vecteur de base £. Nous distinguons le cas oi
la dimension du domaine image est égale a celle du domaine d’itération de celui ou elle est
inférieure.
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cas olr Dim(p) = Dim(7)

Lorsque la dimension du domaine image est égale & la dimension de 7, il est possible
de calculer la matrice F~! et donc d’effectuer le changement de base j = F~1.{sur le
domaine d’itération.

Cette transformation nous donne les contraintes du domaine en fonction des vecteurs
de base générant les éléments du tableau. Soit, A.F-1.7 < 4.

Nous calculons, dans ce cas, les bornes minimale et maximale de chaque indice du

tableau ¢; par projections successives de ce nouveau domaine sur I’ensemble des variables
du systéme exceptée ;.

cas o1 Dim(p) < Dim(7)

Lorsque la dimension du domaine image est inférieure & celle de 7, on ne peut pas
calculer F~!, Nous pouvons trouver une approximation majorant ces bornes en:

e calculant les bornes minimale et maximale de chacune des variables de base Ji par
projections successives du domaine sur toutes les autres variables du systéme,

® en déduisant une valeur approximative des bornes des indices du tableau qui sont des
combinaisons linéaires de ces variables.

Mais il est préférable de trouver une évaluation exacte de ces bornes.

Les algorithmes classiques de programmation linéaire en nombres entiers, permettant
de calculer le minimum ou le maximum d’une fonction linéaire dans un systéme (tel que
Palgorithme des congruences décroissantes de Gondran [Min83] utilisant les coupes de
Gomory) ne permettent pas de résoudre les programmes linéaires comportant des constantes
symboliques. Or les expressions des bornes des boucles de nombreux codes de calcul con-
tiennent des constantes symboliques. Nous utiliserons donc, pour un calcul exact des bornes
minimale et maximale des indices du tableau T, ’algorithme paramétrique de résolution
de systémes d’inéquations linéaires en nombres entiers proposé par P.Feautrier [Feau88b).

Optimisation pour une seule référence

Lorsque le code de calcul ne posséde qu’'une seule référence au tableau T, il est parfois
possible de réduire encore la taille des tableaux locaux. Il faut alors tenir compte de la
fonction d’accés aux éléments du tableau local choisie.

Lorsqu’elle est identique & celle du tableau T: ¢’ = P~1Hf + f,, nous pouvons réduire
la taille du tableau local en divisant les valeurs de chacune de ces bornes par le facteur de
multiplicité des vecteurs directeurs de P~1H.

En effet, soit H' = P~! ., H. Chaque indice F; du tableau est un multiple du p.g.c.d.
des coefficients H;,, H],, ..., H],, que nous noterons p;. Nous pouvons donc diviser les
bornes calculées précédemment par chaque coefficient p; correspondant.

De méme, lorsque la fonction d’accés aux éléments de T'L vaut: ¢’ = Qt@g=H*Pt+
Q" f.;. Il est possible de réduire la taille des tableaux locaux en divisant les valeurs de
chacune de ces bornes par le facteur de multiplicité de H'.
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Présence de plusieurs références au tableau

Le calcul des bornes inférieure et supérieure des éléments du tableau local dépend,
dans ce cas, de 'ensemble des plages de valeurs référencées par les différentes fonctions
d’accés & T'. La premitre étape du calcul consiste donc 3 calculer ces bornes pour chacune
des références au tableau. La seconde, & calculer ces bornes pour I'ensemble des éléments

référencés, c’est & dire a calculer le minimum des bornes inférieures et le maximum des
bornes supérieures.

5.5.2 Exemples
Soit le code de calcul suivant:

Do I=1,N
D0 J=1,M
Do K=1,L
T2xI+2xJ,3xK) ..
ENDDO
ENDDO
ENDDO

Nous avons:

v @ 2 20 2. ({0 (10 2 0 0 o f B
F"+f°=(003) J+(o)‘ 01 (oao)'t"(sta)
101
avec t=|010 5’
010

Sur cet exemple, nous constatons bien que le premier indice du tableau F; est multiple
de 2, et que le second est multiple de 3.
Les bornes inférieure et supérieure des indices du vecteur £ sont:

2<tHi SN+ M et 1<t3<L = 4<2;,<2N42M ,3<3t3<3L

Ces bornes peuvent étre réduites par un facteur 2 pour les bornes du premier indice du
tableau et par 3 pour celles du second. Nous générerons les déclarations suivantes:

PARAMETER(C11 = 4/2,C12 = (2X N + 2 x M)/2,C21 = 3/3,C22 = (3 x L)/3)

DIMENSION TL(C11:C12,C21:C22)
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Prenons un autre code de calcul:

D0 I=1,10
D0 J=1,20

TBExI + 3xJ +1,3xI + 3xJ +1) = ...
ENDDO
ENDDO

o s (1) a2 (10) (31)
3 3 ot gl 28 10 30 10 % 7
F=(1 1)=Q ltﬂrtPQ1=(1 1)(0 o) (0 1) (o 1)

En prémmltipliant ¢ par la matrice Q"t = ( 11 2 ) on obtient:

e (AN0NE) () () (n )8
-(38)( 2 g)(;) mee 7= (3 1)

dot ¢ = (3t;+1,0)

Les bornes inférieure et supérieure de ¢; référencées dans le corps de boucles se définissent
par:

2<$; <30 = T<3+1<91

Ici encore elles peuvent étre réduites par le facteur 3 de H'. On générera les déclarations

suivantes:

PARAMETER(C11=7/3,C12=91/3)

DIMENSION TL(C11:C12)
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5.6 Modification des références

La transformation des références au tableau T en des références locales au tableau TL
est assez simple. Ces transformations dépendent de la fonction d’acces au tableau local
choisie précédemment [§5.4] et des déclarations des tableaux locaux.

La fonction d’acces aux éléments du tableau T est définje par:

@=Fi+f, = PUHI+ f,

La fonction ¢’ d’accés aux éléments du tableau local T'L est celle déterminée au para-
graphe [§5.4] .
Le type des codes de transfert sera en général:

DO t;, = N,M
DO ¢y = le(tl)sfzz(tl)
DO ¢, = fnl(tl,tis '--1tn—-1)a fﬂz(tl’tz’ “"t”_l)

TL({O'(tl,tg,...,t“)) =T (@(tl-jtz!""tn))
ENDDO
ENDDO
ENDDO

pour le code de transfert de la mémoire globale vers la mémoire locale, et le code inverse
pour le code de recopie.

Les références au tableau T' dans le code de calcul seront modifiées de la méme manidre
en références au tableau local TL. .

Cependant si les bornes inférieure et supérieure des éléments référencés ont été divisées
par un coefficient p; lors de la génération des déclarations des tableaux locaux, il faut
réduire les références aux éléments locaux de la méme maniere.

Nous faisons donc correspondre & chaque élément référencé par la fonction d’accés ¢
au tableau T 1’élément correspondant dans le tableau local dont la fonction d’accés est

(©1/P1, €5 /P25 -orr Pl /Bn) Ol les p; sont les coefficients calculés lors de la génération des
déclarations du tableau local TL.

5.6.1 Exemples
Reprenons le code de calcul de 'exemple donné au [§6.1.7].:

D0 I=1,N
D0 J=1,M
D0 K=1,L
T(2xI+2xJ,3xK) ..
ENDDO
ENDDO
ENDDO
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Chapitre 6

(Génération du code de transfert

Nous commengons, dans ce chapitre, par présenter les algorithmes qui permettent de
générer automatiquement le code de transfert des données modifiées par la tache de la
mémoire locale vers la mémoire globale.

Nous présentons ces algorithmes avant ceux utilisés pour le code de copie de la mémoire
globale vers la locale pour les raisons suivantes:

o pour générer le code de recopie, il faut caractériser ’ensemble exact des données
modifiées par la tache s’exécutant sur le processeur, pour conserver la cohérence des
données en mémoire globale.

o pour générer le code de copie, il n’est pas utile de copier ’ensemble exact de ces
données, on peut en copier davantage.

e il nous semble plus facile de commencer par spécifier un ensemble exact de points
et d’exposer les contraintes engendrées par cette spécification avant de chercher a
I’approximer afin d’éliminer ces contraintes.

e sur une machine ol les communications sont trés cotiteuses, un code de copie exact
peut étre préférable & un code de copie par excés.

Pour minimiser le nombre de transferts, on a trouvé une base de parcours de I’ensemble
des éléments référencés par la tache [§5.2]. Il faut maintenant rechercher toutes les
caractéristiques de cet ensemble dans cette nouvelle base.

Nous présentons les algorithmes que nous avons développés pour générer automatique-
ment le code de transfert des éléments référencés par une, puis deux, et enfin plusieurs
fonctions d’accés aux éléments du tableau dans le corps de boucles.

Nous avons divisé 1’étude des cas ou le code de la tache contient plusieurs références
au méme tableau en quatre sous-cas bien spécifiques. Cette distinction permet de trouver
pour chacun d’eux un meilleur compromis entre le nombre d’éléments & transférer et la
complexité des codes de transfert réalisant les copies inter-mémoire.

Nous dissocions:

e le cas ou les fonctions d’acces aux éléments du tableau sont dépendantes de maniére
uniforme, car il peut étre traité en utilisant les algorithmes de génération de code
pour une seule référence au tableau,
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e le cas oli les domaines référencés par les différentes fonctions d’accés aux éléments du
tableau sont des Z-polyédres de méme Z-module, car il est alors possible d’optimiser

le nombre d’éléments & transférer plus simplement que lorsque les Z-modules sont
différents,
e le cas oli les domaines référencés par les différentes fonctions d’accés aux éléments du

tableau sont des Z-polyédres dont I'un des Z-modules inclus les autres,

e et enfin, le cas ol les domaines référencés par les différentes fonctions d’acces aux
éléments du tableau sont des Z-polyédres dont les Z-modules sont trés différents.

Les algorithmes proposés pour générer ces codes de transfert sont basés autour des
quatres algorithmes suivant:

o l'algorithme de génération des codes de transfert pour une seule référence au tableau
comprenant: le calcul d’une base du domaine image [§5.2] et le calcul de la projection
entiére d’un polyédre [§4.4.5] dans cette nouvelle base,

o l'algorithme de recherche du plus petit polyédre englobant un Z-polyédre non convexe
[§4.5.1],

o l'algorithme de recherche du plus grand polyédre contenu dans un Z-polyédre non
convexe [§4.5.2],

o l'algorithme de calcul de la différence de deux Z-poly&dres [§4.3].

Le tableau suivant rappelle les différentes options étudiées et les sections qu'il est con-
seillé de lire pour chacune d’elle.

—
= - ———

Déclaration du tableau local 5.1 —» 5.5
Choix d’une fonction d’accés aux éléments du tableau global 5.1 — 5.3
Choix d’une fonction d’accés aux éléments du tableau local 5.1 - 54
Une référence | plus. ref. plus. ref. plus. ref. ayant | plus. ref. ayant
au tableau en ayant le méme | des Z-modules | des Z-modules
translation Z-madule inclus différents
Génération du code 6.1-621 6.1 -6.2.2 6.1-6.24 6.1-6.2.3
de transfert de la 6.1 6.3.1 - 6.5 6.3.2 - 6.5 6.3.3 - 6.5 6.3.4 - 6.5
MG! vers la ML2 6.4 6.5.1 - 6.6.1 6.5.2 - 6.6.2 6.5.3 - 6.6.3 6.5.4 - 6.6.4
Génération du code 6.1 6.1 6.1 6.1
de transfert de la 6.1 6.2.1 6.2.2 6.2.4 6.2.3
ML vers la MG 6.3.1 6.3.2 6.3.3 6.3.4
cas des tests IF 7.1
Fonctions d’accés aux éléments du tableau non linéaires 7.2
Boucles non imbriquées 7.3
Appel de fonction 74

! Mémoire Globale
?Mémoire Locale
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6.1 Génération du code de transfert de la mémoire locale
vers la mémoire globale pour une seule référence a un
tableau dans le corps de boucles

Nous avons trouvé en [§4.1.3] que la forme réduite de Hermite H associée & la fonction %)
d’acces aux éléments du tableau T permettait d’obtenir une base du Z-module caractérisant
ces éléments: ¢ = P‘IHQ'1;+ f:) = P lHi + ff;. Pour générer le code de transfert de
la mémoire locale vers la mémoire globale des éléments référencés par le tableau T, il faut
générer le (ou les) nid de boucles permettant de copier I’ensemble de ces éléments. Le nouvel
espace d’itération des vecteurs de base f s’obtient par le changement de base 7=Qf etle
nouveau domaine vaut: A7 < d = A Q £ < @. Les nouvelles bornes du code de
transfert dépendent de ce dernier, il aura la forme suivante:

DO ¢, =N,M
DO iz = fa1(t1), fa2(t1)
DO t, = fn](tl, t23--ntn—l)afﬂZ(tlstza"-,tn—l)
TL((,O'(tl,tg,...,tﬂ)) — R (@(tl,tz, ...,tﬂ))
ENDDO
ENDDO
ENDDO

Toutefois, lorsque la dimension » du domaine image est inférieure & la dimension n
du domaine d’itération, la matrice H est de rang r et la nouvelle fonction d’accés aux
éléments du tableau ne s’exprime qu’en fonction des r premiers vecteurs de base. Afin de
minimiser I'overhead de contrdle et les copies multiples engendrées par le code de transfert
précédent, il faut alors effectuer une projection entiére du domaine d’itération sur les »
premiers vecteurs de base. Nous en déduirons, dans tous les cas oti c’est possible, un code
de transfert de la forme:

DO ¢, =N,M
DO t3 = fa1(t1), faa(t1)

DO ¢ = fnl(tlst21"-3:?—1)’fnz(tlstZs"'str-l)
TL({,O’(tl,tz,...,tf)) = T ((p(tl,tz,...,t,.))
ENDDO
ENDDO
ENDDO

La derniére étape (étape 4) de ’algorithme de projection entiére [§4.4.5] consiste &
simplifier le systéme linéaire en éliminant les variables supplémentaires des contraintes du
systéme par introduction de divisions entiéres. La génération du code de transfert dépend
de cette derniere étape.
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6.1.1 Cas ol ’ensemble des éléments & transférer est un polyédre con-
vexe.

Lorsque ’ensemble des éléments & transférer est convexe, le résultat P des trois premiéres
phases de Palgorithme de projection entitre selon les n-r variables ¢,,, tr42y ooy tp e
contient plus de contraintes sur I'une de ces variables.

Pour générer le code de transfert des éléments référencés par T, il suffit donc de calculer
les nouvelles bornes de boucle de ce polyédre “projeté P ” et d’en déduire le code de
transfert correspondant.

On utilise I’algorithme de F.Irigoin présenté dans [Irig88]:

6.1.2 Algorithme de calcul des bornes de boucle d’un poly&dre convexe

S5i le polyaddre définissant le domaine d’itération dans la nouvelle base

s’exprime A . Q . < 4.

—

1. On commence par rechercher les bormes de la boucle la plus interne
d’indice ¢;. C’est le systdme initial défini par 4 . Q . f < & qui
donne directement les bornes de #; en fonction de tous les autres indices
des boucles englobantes.

Exemple:
-+t £ ~1
t1—t; < 10 les bornes de t; —t; < —-1-—1,
-t < -1 en fonction des autres t1 < 1041,
t, < 10 indices sont:

2. Pour calculer les bornes de la (r-1)-idme boucle, on projette le
systéme selon la variable i{; ce qui nous permet d’exprimer ¢, en fonction
des r-2 premiers indices de boucle.

3. Pour calculer les bornes de chaque (r-i)-idme boucle, on projette le systame
selon la variable f{; ce qui nous permet d’exprimer {;;; en fonction des r-i-i
premiers indices de boucle.

4. Enfin, ce sont les projections successives selon les r-1 premidres

variables du systime qui nous donneront les bornes numériques de boucle
la plus englobante d’indice t,.

A chaque &tape de 1l’algorithme on élimine les contraintes redondantes dans
le sytéme, en respectant les radgles suivantes:

(a) On conserve au moins deux contraintes sur chacune des variables de
manidre & pouvoir générer les bornes inférieure et supérieure de la
boucle lui correspondant.

(b) Les contraintes redondantes portant sur les indices de boucle les plus
internes sont élimindes en premier de fagon & conserver des expressions
de bornes de boucle les plus simples possibles.
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6.1.3 Cas oil I'’ensemble des éléments & transférer est un Z-polyédre non
convexe.

Lorsque 1’ensemble des éléments & transférer est un Z-polyédre non convexe, le systéme
linéaire résultant des trois premiéres phases de I'algorithme de projection entitre selon les
variables t,41, t,12, .., tn a conservé des inégalités sur 1'une au moins de ces variables
supplémentaires. Ces contraintes traduisent la non-convexité du domaine.

La phase 4 de I'algorithme permet d’éliminer ces variables par combinaisons de paires
d’inégalités et par introduction de divisions entiéres.

Dans un premier temps, on élimine la variable k des deux contraintes de la fagon suivante
[§4.4.4):

-d2 k + A3 L di (Az—e3) + dids —dy _ —dy (Aj—cy)
(S) { d k + 4; < 1 = (S) { didz S didz

Nous avons alors deux cas de figure:

1. le cas ol aprés élimination de la variable supplémentaire, il est possible de déduire de
la contrainte C' une nouvelle contrainte C’ sur la variable de boucle ¢; la plus interne
(d’indice NV; le plus fort) parce qu’elle n’apparait que d’un coté de I’inégalité C.

Dans ce cas, la nouvelle contrainte C' est ajoutée  la borne inférieure ou supérieure
de la boucle correspondant & la variable de base ¢; dans le code de transfert.

Prenons, pour exemple, les deux contraintes suivantes:

b —~ 30 < 34 Lo <y, o  B=28 o —t1420
3t4<— 11 +20 ty < =hai20 &= 8

on peut ici déduire des deux premiéres inégalités, la contrainte sur #;:

t; <20 —3 L2228

Exemple !

Considérons le nouvel espace d’itération des vecteurs de base d’un domaine image de
dimension 2 défini par S. On recherche la projection entiére du systéme sur les deux
premiers vecteurs de base t; et £,.

-tz < -1
ts < 10
iy € =1
ta+ 3t < 20
-t +3t3 < -1
t; —3ts < 30

!Cet exemple est entitrement détaillé 3 la section [§6.1.7] (aprés la présentation compléte de 1’algorithme
de génération automatique du code de transfert pour une référence au tableau )
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La projection entitre du domaine d’itération selon la derniére variable donne:

( ty < 17
-ty < 29
-t £ -4
t; < 60

—ta -3t < -1

t2+3t; < 20

-t +3t; < -1

t; — 3tz < 30

SP =

8

Le systéme résultant de cette “projection entitre” contient encore des contraintes sur
la variable 3.

L’on peut déduire de chaque contrainte du systéme SP des inégalités sur les variables
de base les plus internes qu’elles contiennent:

—1y — 3t < -1
ta+3ts < 20 —ta+1 < 33 < ;-1
-4 +3t; < -1 { t1—30 <33 < 20—ty
tp —3t3 < 30

1+3(352) < 1
= {t1 < 30+ 3(24)

On ajoutera donc la premiére contrainte a la borne inférieure de la boucle de ¢, et la
seconde & la borne supérieure.

. le cas oli aprés élimination de la variable supplémentaire, il n’est pas possible de
déduire de la contrainte C une nouvelle contrainte C’ sur la variable de boucle ¢;
la plus interne (d’indice NV; le plus fort), parce qu’elle apparait des deux cétés de
I'inégalité C.

Ces contraintes attestent de l’appartenance ou de la non appartenance du point
d’itération calculé dans le domaine d’itération “projeté . Ces contraintes sont donc
introduites dans la partie IF du code de transfert.

Par exemple,

t1 — 30 < 3ty B2 <y s =28 . 5-29
3t4$t1—29 t4S_t13—_29 3 - 8

On ne peut déduire aucune contrainte sur #; de cette derniére inégalité. Ici on a une
condition périodique sur la variable de base. On ajoutera donc cette inégalité dans la
partie test IF du code de transfert.
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Remarque:

Le systéme:
ti1 +¢ < d.k ti+e+d-1 t1+¢
dk <ti+e } = d S

est un cas particulier, car il est équivalent & ¢; + ¢ = kd. Nous n’utiliserons
pas dans ce cas de test IF contenant ’expression: atetd=1 < 31%, mais
plutdt une boucle sur la variable ¢; avec un pas de d unités [voir §6.1.7

exemple 4].

Exemple 2
Prenons le polyédre

4

hitist+itg—ts—t¢ < 7
—li—t3—tg+is+ts < -1
ti+i2+283 -2 < 8
—ta—t3tis—ts+tg < -1
ts < 1
- —t3 < 0
= t3+ty < 1
-ty < 0
tst+itat+is < 1
~t < @
ts3tilstis+ie < 1
L -t < 0

dont la projection entitre sur les deux variables de base ¢; et ¢, donne I’ensemble de

points référencés recherchés suivant:

?Cet exemple est entitrement détaillé & Ia section [§6.1.7] (aprés la présentation compléte de ’algorithme

de génération automatique du code de transfert pour une référence au tableau )
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Le systéme résultant de la projection entidre contient encore des contraintes sur les
variables i3 et tg:
[ ta+t 44t < 10
2+t < 10
—2tg +2t3+t2+t; < 8
-2tg+ta+t; < 8
PP = —l1—2lz3—13 < -2
2—4i < 0
-tz < 0
2t —t; < 0
-t < 0

3

L’on ne peut pas déduire de chaque contrainte du systéme PP des inégalités sur les
variables de base les plus internes:

-2tg+t2+t; < 8 to i —T t
o L i . Bl 8 =L
{ % —1; < 0 = 2 S %

Cette inégalité permet de masquer le point: ({1 = 1,#, = 8) qui n’appartient pas au
domaine image.

Le type de code de transfert généré devrait donc étre de la forme:

DO t]_ =N,M
Do tz=f21(tl))f22(tl)

IF (4th=T < 4) THEK  T(t1,t;) = TL(t1,t2)
ENDDO

En observant bien la figure précédente, nous remarquons que le domaine est non-
conveze dans les deux dimensions. Il est donc impossible de copier I’ensemble des
éléments référencés en utilisant un seul corps de boucles sans test. En effet, les bornes
du premier indice de boucle sont numériques, les bornes du second traduisent la non
convexité du domaine selon la deuxidme dimension en employant des bornes pseudo-
linéaires, elles ne peuvent pas traduire la non convexité selon la premieére dimension.
11 faut donc un test pour masquer ces éléments.

L’ensemble des problémes que nous avons traités, jusqu’a maintenant, montre que la
phase 4 de l'algorithme de projection entiére permet d’éliminer la totalité des variables
supplémentaires. Le code de transfert en résultant, aura alors un nombre de boucles mini-
mal. Cependant nous n’avons pas prouvé cette propriété.

Dans le cas ol il resterait des variables supplémentaires dans le systéme projeté il
faudrait alors conserver cette variable supplémentaire, au méme titre qu’une variable de
base, et générer une boucle lui correspondant. Cette boucle supplémentaire peut cepen-
dant conduire & des transferts multiples d’une donnée puisqu’on ajoute une dimension
(dim(H) +1) au domaine projeté. Comme I’introduction des divisions entidres, ces boucles
supplémentaires servent 4 retraduire la non-convexité du domaine “projeté .
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Lorsque les transferts vectoriels sont possibles, il faut éviter de générer des tests dans
le code de transfert. La deuxiéme solution que nous proposons permet de conserver des
possibilités de transferts vectoriels de ensemble des éléments appartenant au plus grand
polyédre convexe contenu dans le polyédre non convexe. Elle permet de plus de conserver
un nombre de transferts optimal.

Elle est la suivante:

1. Rechercher le plus grand polyaddre convexe contenu dans le polyddre non
convexe résultant de la projection. [§4.5.2]

2. Rechercher 1’ensemble des polyddres non comnvexes dont l’union avec le
polyddre précédant forme le polyddre initial. [§4.5.3]

3. Générer le code de transfert de ces ensembles séparément en utilisant
1’algorithme décrit précédemment.

Cette solution permet de conserver un nombre de transferts optimal, car on ne transfére
que des ensembles convexes.

6.1.4 Constantes symboliques dans la fonction d’accés des références

La présence de constantes symboliques dans la partie constante de la fonction d’accés
aux références d’un tableau T ne pose aucun probléme.

En effet, la partie constante de ¢ ne modifie pas la base du Z-module, elle correspond
juste & une translation. Toute constante symbolique sera donc placée dans f;.

6.1.5 Constantes symboliques dans la partie constante des bornes de
boucle

La présence de constantes symboliques dans la partie constante des bornes de boucle ne
pose pas de probléme, car les algorithmes que nous utilisons traitent indépendamment les
constantes et les variables. Les constantes symboliques doivent donc étre traitées comme
des variables particuli¢res du systéme, selon lesquelles on n’a pas a projeter.
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6.1.6  Algorithme de génération du code de transfert pour une référence
dans un corps de boucles

L’algorithme de génération du code de transfert des éléments référencés par une fonction
d’accés au tableau T est le suivant:

1. Calcul de la matrice de Hermite H [§4.1.3] de dimension r associde a F et
des matrices P ot Q telles que: F = Pl H.Q"!

2. Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base i= Q- 1.7: 4.Q.7< &

3. Projection entidre (phases 1-2-3) [§4.4.5] du domaine d’itération selon
les n-r dernidres variables trt1y teg2y ey € T, de t pour obtenir le
domaine projeté PP.

4. 5i le systéme résultant de la projection entidre ne contient plus de
variable supplémentaire:

(a) Calculer les nouvelles bornes [§6.1.2] du polyddre projeté par
projections successives de la premidre variable #; jusqu’a la dernidre
trc

(b) Calculer la nouvelle fonction d’accds aux 6léments dans la nouvelle
base: F = P! H.{ + f.

(c) Générer le code de transfert correspondant.

5. 5i le systdme résultant de la projection entidre contient encore des
contraintes sur l’une au moins des variables supplémentaires:

(a) Séparer le systéme en deux sous-systdmes: un premier S; constitué
des contraintes dans lesquelles les variables supplémentaires
n’apparaissent pas, et un second S.

(b) Si 1’on peut déduire de chaque contrainte du systdme S, des inégalités
sur les variables de base les plus internes qu’elles contiennent:
i. Calculer les nouvelles bornes du polyddre défini par le sous-systame
51 par projections successives de la premidre variable #; jusqu’a
la dernidzxe i,.
ii. Ajouter les contraintes supplémentaires imposées par S, (contenant
des divisions entidres) aux bornes de boucle correspondantes.
iii. Calculer la mouvelle fonction d’accds aux éléments dans la nouvelle
base: ¢ = P! H.{ + f-.;.
iv. Générer le code de transfert correspondant.

(c) Si 1’on ne peut pas déduire de chaque comtrainte du systame S, des
inégalités sur les variables de base les plus internes qu’elles
contiennent:

i. calculer le plus grand polyddre PGPC contenu dans le polyadre
projeté, et 1’ensemble des polyddres constituant le complémentaire
PC de PGPC dans PP.
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ii. Générer le code de transfert du polyadre PGPC.

A. Calculer les nouvelles bornes du polyaddre projeté par
projections successives de la premidre variable i; jusqu’a la
dernidre t¢,.

B. Calculer la nouvelle fonction d’accés aux &léments dans la
nouvelle base: ¢ = P! H.{ + fp.
C. Générer le code de transfert correspondant.
iii. Générer le code de transfert du polyddre PC, en introduisant une

partie de TEST IF, et des boucles supplémentaires selon les
contraintes.

A. Simplifier chaque contrainte comportant une variable
supplémentaire.

B. Calculer les nouvelles bornes du polyddre projeté par projections
successives selon l’ensemble des variables restantes ti,..t,.

C. Ajouter les contraintes simplifides aux bornes de boucle
correspondantes ou dans la partie TEST IF du corps de boucles
D. Générer le code de transfert correspondant.

6.1.7 Exemples

Nous présentons ici cinq exemples permettant d’observer les différentes étapes de notre

algorithme:

Exemple 1:

Voici le premier exemple et les différentes étapes de notre algorithme pour le corps de
boucles:

D0 I=1,10
D0 J=1,10
TL(I+J,I+J)= ..
ENDDO

La matrice A, le vecteur & et les matrices associées & F et fy s’écrivent:

-1 0 <
1 0 .| 10
& = 0 -1 5 8=
0 1 10
et
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Calcul de la matrice de Hermite H associée & F (étape 1):

Pe(11) - (60) (1) - ()

Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base (étape 2)

-1 1 -1

Lt <a
AQt <d <= 0 —1 t < 1
0 1 10

qui définit le systéme de contraintes:
-1+t < -1
ti—t 2 10
P = -1 < -1
t, < 10

Projection entiére du domaine d’itération selon les n-r dernidres variables, soit ici unique-
ment ¢, (étape 3):

Le polyédre projeté est:

3 t; < 20

Le systéme résultant de cette “projection entitre” ne contient plus de contraintes sur la
variable #5:

o Calcul des nouvelles bornes du poly&dre (ici explicites) (étape 4a):
t7 < 20
-1 < -2

~ e Calcul de la nouvelle fonction d’accés aux éléments dans la nouvelle base(étape 4b):

o Génération du code de transfert (étape 4c):
DOt =2,20

T(t1,t1) = TL(t)
ENDDO
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Exemple 2:

Le deuxiéme exemple présente les étapes de notre algorithme pour le code de calcul
proposé dans [GJGa88]. Nous traitons successivement le cas ol I’on choisit la forme de

Hermite comme base du domaine image et le cas ol I’on choisit une base favorisant les
transferts contigus.

D0 I=1,10
D0 J=1,20
D0 K=1,30
TL3XxI+K-5,J+K)= ....
ENDDOD

La matrice A, le vecteur & et les matrices associées & F et f s’écrivent:

-1 0 o =
1 0 0 10
0 -1 0 . =i
s = 0 1 0 R )
0 0 -1 = |
0 0 1 30

et

301 -5
P-(01) - e ()

Calcul de la matrice de Hermite H associée & F (étape 1):

F o 301 _ 10 100 _?’3
{011 - 01 Y110 ’ 1

Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base (étape 2)

(=T
(=R =0

0 0 -1 _1
0 0 1 10
T - 0 -1 -3 - -1
AQ.t <da = 0 1 3 t < 20
-1 0 3 -1
1 0 -3 30
qui définit le systéme de contraintes:
oy € =1
ts < 10
P = —ts — 3tz < -1
- ts +3ts < 20
-t +3t3 < -1
|t —3t3 < 30

113



Projection entiére du domaine d’itération selon les n-r derniéres variables, soit ici unique-
ment #3 (étape 3):
Le poly&dre projeté est:

ta < 17

-t < 29

-t <-4

t; < 60
—iy— 33 < -1
it +3t3 < 20
-t +3t3 < -1
t1 — 3tz < 30

.

Le systéme résultant de cette “projection entiére” contient encore des contraintes sur
la variable #3:

e Séparation du systéme en deux sous-systémes (étape 5a):

t, < 17 —13— 33 < -1
-t < 29 is + 3tz < 20
S = zyp = B
' 4y x-g ® B ~t1+3ts < -1
t; < 60 ity — 3tz < 30

L’on peut déduire de chaque contrainte du systéme S, des inégalités sur les variables
de base les plus internes qu’elles contiennent:

vl % =1
. ts+3ts < 20 {—t2+153t3 <t -1
. wiby Bl £ =} t; —-30 <385 < 20—1t,
t, — 3tz < 30

1+3(352) < 4
= i < 30 +3(24)

— Calcul des nouvelles bornes du poly&dre défini par $; (ici explicites) (étape 5bi):
ta < 17

—t, < 29
1y Lk

t1 < 60

— Ajout des contraintes supplémentaires imposées par Sz aux bornes de boucle
correspondantes (étape 5bii).

( t, < 17
—t; < 29
—t; <-4
t1 < 60
1+3(332) < 4
[ 81 < 30+ 3(252)

e
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— Calcul de la nouvelle fonction d’accés aux éléments dans la nouvelle base(étape

5biii):
_ [ t1-5
= (tl"f'tz)

— Génération du code de transfert (étape 5biv):

DO ;= —29,17
DO 4 = MAX(4,1+3x(352)), MIN(60, 30+ 3 x (25%))
T(t1-5,t1+t2) = TL(t1 —5,t1 +13)
ENDDO

Reprenons maintenant le méme exemple mais en prenant une base qui garantit les pos-
sibilités de transferts contigus.

0 0 1
On choisit la matrice de changement de base [§5.2.1]Q=| -1 1 3
' 1 0 -3

Calcul de la matrice H,, associée & F [§5.2.1] (étape 1):

(301 _ megapaia T B 100
F‘(011)_PHQ‘(01)'(010)

Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base (étape 2)

- o w
o - o
O

0 0 -1 -1
0 0 1 10

: +1 <
AQit <& <~ 1 1 3 t < 20
-1 0 3 -1
1 0 -3 30

qui définit le systéme de contraintes:

'

s £ =i
ts < 10
t1 —t; -3tz < -1
=1+t +3t3 < 20
-t +3t;3 < -1
t1—3ts < 30

.
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Projection entiére du domaine d’itération selon les n-r derniéres variables, soit ici unique-
ment t3 (étape 3):
Le polyédre projeté est:

4

-t +t; < 17
t1 —ts < 29
—t; <-4
ty < 60
t1 —ta — 33 < -1
-t +12+3t3 < 20
—-t1+33 < -1
! t; —3t; < 30

Le systéme résultant de cette “projection entiére” contient encore des contraintes sur
la variable ta:

PP =

o Séparation du systéme en deux sous-systémes (étape 5a):

-1+ < 17 t1 —13— 313 < -1
_ t1 -1 < 29 _ —t1+ta+ 33 < 20
il L4 FHF ~t +3t5 < —1
i1 < 60 t; — 3t < 30

L’on ne peut pas déduire de chaque contrainte du systéme S, des inégalités sur les
variables de base les plus internes (ici t;):

1 —2—-3t3 < -1 t1—t2+3 t;—1
— bh-t43 o f-1
{ —ty +3ts < -1 s A

dont on ne peut rien déduire sur #; =3

— calcul du plus grand polyédre PGPC contenu dans le polyédre projeté, et de
I’ensemble des polyédres constituant le complémentaire PC de PGPC dans PP
(étape 5ci).

([ —t1+ts < 17
ti—1, < 29
-t <-4
PP = t, < 60
=ty < ~4
\ ty < 48
[ —t1+ty <17 ([ —ti+t < 17
t1—t < 29 i1 -1 < 29
~hy £—4 -t <-4
t7 < 60 t; < 60
PC = PC, { t1 —t3—-3t3 < -1 + PC, 1 —tag— 33 < —1
=t +t2+3t3 < 20 —t1+t2+3t3 < 20
-1 +3t; < -1 -t +33 < -1
t1 —3ts < 30 t1 — 3t < 30
1o <3 { —t5 < —49
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qui aprés élimination des contraintes redondantes s’écrivent:

ti -ty < 29 —i1 4+t < 17
-t £ -4 t7 < 60
PC = PC, 1 —t,—3i3 < -1 + PC, -t +i2+3t5 < 20
-t +3t3 < -1 i1 —3ts < 30
2 <3 —ts < —49

— Génération du code de transfert du polyédre PGPC (étape 5cii).

* Calcul de la nouvelle fonction d’accés aux éléments dans la nouvelle base:

t1 —5
¢ = b
* Génération du code de transfert correspondant.
DO i, = 4,48
D0 t; = MAX(4,t2-17) , MIN(60,29 — t,)
T(t1 —5,82) = TL(t; —5,%2)
ENDDO

— Génération du code de transfert du polyédre PC (étape 5ciii)

* Simplification de chaque contrainte conportant une variable supplémentaire.

t1—12—-3t3 < -1 t—t;+3 T
— oy £ bl
{ —t1+3ts < -1 % = 78

—t1+i2+3t3 < 20 £, —28 ty —t24+20
A= L
{ t—3t; < 30 = 5= T
* Génération du code de transfert correspondant.
Pour PC;
D0 ¢t = 2,3
DO ¢ =4,29 +1,
IF (a=ht® < 421) THEN  T(t1-5,t2) = TL(t1—5,12)
ENDDO
Pour PC,
DO ¢, = 49,50
D0 ¢ =iy — 17,60
IF (8328 < =842 TRER  T(t; - 5,t3) = TL(t1 - 5,t)

ENDDO
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La totalité du code de tranfert est:

D0 &= 4,48
D0 t, = MAX(4,t2—-17) , MIN(60,29 — t,)
T(t; —5,t2) = TL(t, —5,t)
ENDDO

DO t; = 2,3
DO ¢ =4,29+1¢,

IF (=t < 471y THEN T(t; -5,t2) = TL(t1—5,t2)
ENDDO

DO ¢ = 49,50
D0 i =1, — 17,60
IF ((h.g..?ﬁ < 51_—%&) THEN T(h - 5,-12) = TL(tl = 5at2)
ENDDO

Les éléments référencés lors des premiers transferts pourront étre copiés de
maniére contigué.

Exemple 3:

Voici le troisiéme exemple et les différentes étapes de notre algorithme pour le corps
de boucles:

p0 I=1,N

D0 J=1,M

D0 K=1,L
TL2xI+K,J+K)=..

ENDDO

La matrice A, le vecteur & et les matrices associes & F' et fy s’écrivent:

-1 0 0 X,

1 0 0 N

0 -1 0 I |
4 =10 1 o A

0 0 -1 <

0 0 1 7
et



Calcul de la matrice de Hermite H associée & F (étape 1):

F=(2°1) B (10) (10-0) 22'133
0 = . - | -
11 0 1 110 sl

Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base (étape 2)

0o 0 -1 =
0 0 1 N
- o 0 -1 -2 - -1

Q.1 <
AQ.t <da = 0 1 2 t < M
-1 0 2 -1
1 0 =2 L

qui définit le systéme de contraintes:

by By £ Y
to+ 243 < M
-1+ 2.3 < -1
t1— 243 < L

\

Projection entiére du domaine d’itération selon les n-r derniéres variables, soit ici
uniquement t3 (étape 3):
Le polyédre projeté est:

F e D
-ty < 2.N -1
-4 <-3
t; < L+2.N
—t3—2.t3 < -1
ta+2ts < M
—t1+ 283 < -1
ti —2i3 < L

Le systéme résultant de cette “projection entiere” contient encore des contraintes sur
la variable t3:

— Séparation du systéme en deux sous-systémes (étape 5a):

ths < M-2 —is — 2.3 < -1

i —t, < 2N —1 _ tot 2ty < M

% = iy, R o 5= “tykBdy € =1
ty < L+2.N t — 243 < L
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L’on peut déduire de chaque contrainte du systdme S, des inégalités sur les
variables de base les plus internes qu’elles contiennent:

—ty— 243 < —1
ta+2ts < M clgd ] € Bbs, £~
S = - S i
: 42 < -1 ti—L <23 < M—t,
ti—25 < L

1+2(%5%) < 4
= { t1 < L+2.(M:1h)
* Calcul des nouvelles bornes du poly&dre défini par S; (ici explicites) (étape
5bi):

th < M—2
—t3 < 2.N-1
-t < -3
ti < L+ 2N

* Ajout des contraintes supplémentaires imposées par S, aux bornes de boucle
correspondantes (étape 5bii).

( ta < M-2
—t; < 2.N-1
b & =3
ti < L+2.N
-t < -1-2(872)
\ 41 < L+2-(£;-t3')

* Calcul de la nouvelle fonction d’accés aux éléments dans la nouvelle base(étape

5biii):
. b
¢ = ( t1 + 1 )

* Génération du code de transfert (étape 5biv):
D0 tp= 2XN-1,M-2
DO t; = MAX(3,1+2x(%52%)), MIN(L+2x N, L+2x (M%)
T(ti,ta+ts) = TL(t1,t +1t2)
ENDDO
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Exemple 4:

Voici un autre exemple, nous permettant d’observer d’autres étapes de I’algorithme.

Le code de calcul est le suivant:

D0 a = 1,7
D0 b =1, 8-a
DO ¢ = 0,1
Do d = 0,1-c¢
DO e = 0,1l—c—-d

DO f =01—c-d-e
Ta—c—d+e+f, b-—c+d—e+f)=..
ENDDO

Ce code de calcul correspond au code de calcul de plusieurs références au tableau T
que 'on a transformé [§6.2.1] pour pouvoir utiliser les algorithmes de génération du

code de transfert pour une seule référence.

La matrice A, le vecteur & et les matrices associées 4 F et fy s’écrivent:

(1 0 0 0 0 0 ) F 7
-1 0 0 0 0 0O -1
1 1 0 0 0 0 8
0 -1 0 0 0 0O -1
0 0 1 0 0 0 1
_ 0 0 -1 0 0 0 . _ | o
4=109 0 1 1 0 o R B
0 0 0 -1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 -1 0 0
6 0o 1 1 1 1 1
\ 0 0 0 o0 -1 \ 0 )
et

16 =1 —=1 1 1 0
F=(01—11—11) ’ f""(o)

Calcul de la matrice de Hermite H associée & F (étape 1):

F_10—1—111_10 10
{01 -1 1 -11)J " \o1/\o 1
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Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base (étape 2)

(1 0 1 1 -1 —1) [ 7

-1 0 -1 -1 1 1 ~1

1 1 2 0 0 -2 8

0 -1 -1 1 -1 1 -1

0 0 -1 0 0 0 1

w . © 0 1 0 0 0 | . 0
AQ.t <a& = 0 0 0 -1 0 o P = 1
0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 -1 0 1

0 0 1 1 1 o 0

0 0 0 0 0 -1 1
\0 0 1 1 1 1) \ 0 )

qui définit le systéme de contraintes:

lit+ilst+ta—ts—te < T
-t —t3—t4+ts+tg < -1
L+t +283 -2 < 8
—la—t3tilg—ts+te < -1
i3 < 1

—t; < 0

ol ts+ts < 1

-t < 0
t3t+ts+its < 1

—ts < 0
latts+its+ts < 1

—tg < 0

"

Projection entiére du domaine d’itération selon les n-r derniéres variables, soit ici
t3, s, 15,1 (étape 3):

Le polyédre projeté est:

([ ta+£ +4t; < 10
t2+t < 10
—2tg+2t3+t2+1; < 8
—2tg+t2+t; < 8
PP = —f—2t3—t2 < -2

Us—t; < O
—t; < 0
%s—t; < O
-1 < 0

\

Le systéme résultant de cette projection entiére contient encore des contraintes sur
les variables 3 et tg:
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— Séparation du systéme en deux sous-systémes (étape 5a):

2+t
g

_tl

'8

Il

\

fa+i1+43 < 10
—2tg+2t3+t3+t; < 8
—2lg+i2+1% < 8
—t1— 23—ty < =2
20 —1, < 0
%s—t; < 0

L’on ne peut pas déduire de chaque contrainte du systéme S, des inégalités sur
les variables de base les plus internes:

~2tg+t2+t; < 8
{ 206 —t1 < 0 =
dont on ne peut rien déduire sur ¢, =>:

* calcul du plus grand polyédre PGPC contenu dans le polyédre projeté, et de
I’ensemble des polyédres constituant le complémentaire PC de PGPC dans

PP (étape 5ci).

t,+t < 10
-t < 0
PP = -t < 0
& < 7
t, < 7
( -t < -8 [ —t; < -8
2+t +4t3 < 10 2+t +43 < 10
t2+81 < 10 tz2+% < 10
-2t +2i3+t2+% < 8 —2tg +2t3+t, +1: < 8
B tlg+ly < 8 —2s+t+t < 8
= PC
PC = PO Ly lote—t, < 2 TPOY 4 a4, < 2
2t —t, < 0 2tg —13 < 0
—t2 < 0 -1, £ 0
%Us—1; < 0 % —1; < 0
qui apreés élimination des contraintes redondantes s’écrivent:
( ta < 8 ( t; < 8
—tg ‘S -8 -t < -8
tp < 2 t, < 2
PC = PC; | Sy &0 + PCy | & < D
—t1+22 < 0 —ta4+28 < 0
| t1—28 < 0 [ 82—21% < O
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* Génération du code de transfert du polyédre PGPC (étape 5cii).
+ Calcul de la nouvelle fonction d’accés aux éléments dans la nouvelle base:

t1
¢ = s
« Génération du code de transfert correspondant.
D0 t,= 0,7
DO tl =0 3 MIN(7,10—t2)
T(tl, 32) = TL(tl, tz)
ENDDO

* Génération du code de transfert du polyedre PC (étape 5ciii)
- Simplification de chaque contrainte conportant une variable supplémentaire.

—i1+2% < 0 ti+1 t
< h
{ t1—24g < 0 = 2 = 3

- Génération du code de transfert correspondant.

Pour PC;

D0t = 0,22

T(t1,8) = TL(t,8)

ENDDO
Pour PC,

DO t; = 0,2,2

T(S, tz) = TL(S, tz)
ENDDO

La totalité du code de tranfert pour le quatriéme exemple dont voici la
représentation est:
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DO t,= 0,7
D0 ¢ = 0, MIN(7,10 —t,)
T(t1,t2) = TL(t,t,)
ENDDO

D0t = 0,2,2
T(t1,8) = TL(t,8)
ENDDO

D0 & = 0,22
T(8,t;) = TL(8,ts)
ENDDO

Exemple 5:

Voici le cinquidme exemple et les différentes étapes de notre algorithme pour le
corps de boucles:

Do I=1,N
D0 J=1,M
D0 K=1L :
TL2xI+2xK,J+K)=..
ENDDO

La matrice A, le vecteur & et les matrices associées & F et f s’écrivent:

-1 0 0 -1
1 0 0 N
0 -1 0 I
4 =109 1 o0 YT M
0 0 -1 |
0 o0 1 L
et

2 0 2 0
- (313) 0 w-(0)

Calcul de la matrice de Hermite H associée & F (étape 1):
F_(zoz)_(lo) (200) ;21
011 01 1 00 00 1
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Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base (étape 2)

-1 0 1 ~1

1 0 -1 N

F § -1 T ] e o
AQf <& <« o 1 _1]|7% s P
0 0 -1 -1

0 0 1 1

qui définit le systéme de contraintes:

-t +tz < -1
ti —ts < N
=ty 5 =1
tg—t;3 < M
—t3 < -1
ty < L

Projection entitre du domaine d’itération selon les n-r dernitres variables, soit
ici uniquement ¢3 (étape 3):
Le polyédre projeté est:

([ —ti+t; < M -1
-ty < =2
—t < -2
th S N+L

ti1 —ts < N-1
th < M+ 1L

3

Le systéme résultant de cette “projection entiére” ne contient plus de contraintes
sur la variable 3.

— Génération du code de transfert:
D0 t; = MAX(-N+3,2), MINMM+L,M+L+N-1)
DO ¢ = MAX(2,t,—M+1), MIN(N+L,t,+ N —1)
T(2 X tl,tz) = TL(2 X t]_, tz)
ENDDO
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6.2 Génération du code de transfert de la mémoire locale
vers la mémoire globale pour deux références au méme
tableau dans un corps de boucles

Nous présentons dans cette section des algorithmes permettant de générer le code de
transfert de la mémoire locale vers la mémoire globale des &léments référencés par deux
fonctions d’accés au tableau T.

Nous étudions successivement les cas ot

e les fonctions d’accés au tableau ont le méme Z-module et sont en translation
(ex: T(2x I)et T(2 x I + 4)),

o les fonctions d’accés ont le méme Z-module mais ne sont pas en translation
(ex: T(2x I,J)et T2 x I +2x J,7J)),

® les fonctions d’accés ont des Z-modules différents (ex:T(3 x I,J) et T(I,J)).

6.2.1 Fonctions d’accés ayant le méme Z-module et en translation

En calcul numérique, les fonctions d’accés ; aux références d*un tableau ne different
souvent que par leur terme constant, il est alors possible et méme préférable de ne générer
qu’un seul code de transfert.

Le code de calcul a la forme suivante:

D0 e, = Il,ﬂ(a'l 30y a‘ﬂ—l) 3 I2,|r't(‘31 gy an—l)
T (6 (6 oy ity ) )= e

T(Qo(al a"&an) +Cl):-"
ENDDO

Prenons I’exemple simple:

DO ¢ = O,N
Do b = O,N
T(a, b) =..
T@ + 2,0 + 2)=..
ENDDO

Si 'on traitait chaque référence séparément, en utilisant I’algorithme de génération au-
tomatique du code de transfert décrit précédement, on obtiendrait les deux codes suivants:

D0 a = O,N

Do b = O,N
TRANSFERER T(a, b)
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Puis,

DO ¢ = O,V

D0 b = ON

TRANSFERER T(a + 2, b + 2)
ENDDO

ce qui conduirait & transférer 2 fois les éléments du tableau T'(z, j ) pour les valeurs de i
et j allant de 2 &4 N.

Pour remédier & ce probléme, il faut tenir compte des parties constantes des fonctions
i, et rechercher une base pour le Z-module correspondant  'union des Z-modules générés
par chacune de ces fonctions.

La fonction ¢'= (¢ (a1 ,., @) + C1.X,) génére un tel Z-module. En effet, il est
facile de voir que le corps de boucles:

DDe = O,N

D0 b = O,N

Do X = 0,1

TRANSFERER T(a + 2x X, b + 2x X)
ENDDO

fait référence aux méme données que le corps de boucles initial.
Lorsque les ensembles référencés par les deux fonctions d’acces ne sont pas disjoints, on
utilisera donc le nid de boucles:

DO a1 = fin, far
D0 a, = fin(a1 ,us @i1) , fom(@1 5oy @noi)
o X5 =0,1
TRANSFERER T (¢ ( 61,y Gn ) + CixXi)
ENDDO

pour générer le code de transfert du corps de boucles initial.

Ceci nous permet non seulement de générer un code de transfert commun a I’ensemble
des fonctions ¢;, mais aussi de pouvoir utiliser I’algorithme que nous avons décrit précédement
s’appliquant & un corps de boucles ne contenant qu'une seule référence & un tableau, et donc
de générer un code de transfert optimal.
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6.2.2 Fonctions d’accés ayant le méme Z-module et non en translation

[a—.
oy
(e
e
-
=
=3
o]

L] L) L) L) L) Ll L] L) L) L) T L) x
9 10111213141516 1718 19 20

figure 6.2.2

Nous avons un code de calcul qui a la forme suivante:

DO a; = b, by
DO a, = Il,n(al 30y an—-l) 3 I2,ﬂ(a1 30y an»-l)
T((p]_(a]_,az,...,an) )= ......
T(p2(a1,a2y.58n) ) = ......

ENDDO

Nous notons P; le polyédre définissant I’ensemble des éléments référencés par la fonction
¢1 et P; le polyédre définissant les éléments référencés par ¢2. Les matrices Hy et H, sont
les matrices de Hermite associées respectivement & Fj et F; et Py, Qq, Py, Q3 les matrices
telles que:

pr=P ' H1.QT'+fi et =P H.Q7' + fo

L’espace d'itération est défini par les contraintes 4. < &. Les &léments référencés i

la fois par la fonction ¢; et par la fonction ¢, sont caractérisés par le systéme:

Aj < @
(S) Aj, < @&
Fag+fi = Fope+ fo
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Nous dirons que les deux fonctions d’accés définissent le méme Z-module si:
PlH, = P;lH
Nous allons distinguer deux cas:

® Le cas o I'intersection des deux polyédres P; et P, est vide ((S) n’est pas faisable).

Dans ce cas, on génére le code de transfert des éléments appartenant aux deux
polyédres P; et P; séparément, en utilisant ’algorithme présenté au [§6.1.6]

® Le cas ol l'intersection des deux polyadres est non vide ((S) admet au moins une
solution)

Pour éviter de transférer deux fois les mémes éléments, on copie séparément I’ensemble
des éléments communs aux deux poly&dres, puis les éléments restants, non transférés.

Plus précisément, on limite I'intersection P; & 'ensemble des éléments appartenant aux
plus grands polyédres convexes contenus dans P; et P;. Cet ensemble est toujours
convexe, et ses éléments appartiennent au méme Z-module que P; et P;. Cette
propriété permet de trouver une projection entiére de cet ensemble sur les bases j; et
j2 sans variables supplémentaires.

Puis on recherche les éléments appartenant aux complémentaires de ’intersection dans
chacun des polyédres P; et P,, pour transférer les éléments qui n’appartiennent pas &
l'intersection. Ces ensembles peuvent étre calculés en utilisant 1’algorithme présenté
au [§4.3].

L’algorithme de génération du code de transfert des données référencées
par deux fonctions définissant le méme Z-module est le suivant:

1. Calcul du plus grand polyddre convexe contenu dans P, : PGPC;
2. Calcul du plus grand polyddre convexe contenu dans P,: PGPC,
3. Calcul de 1l’intersection de PGPC; etPGPC; : PGPC;.

4. Génération du code transfert du polyddre convexe PGPC; (dans 1’'une
des bases) en utilisant 1’algorithme présenté au [§6.1.6].

E. Projection entidre de 1l’intersection PGPC; sur la base j;: PR;.
6. Calcul du complémentaire de PR; dans P;:PC)

7. Génération du code de transfert des éléments de 1’ensemble des polyaddres

constituant PC;.
8. Projection entidre de l’intersection PGPC; sur la base j;: PR,.
9. Calcul du complémentaire de PR, dans P,:PC,

10. Génération du code de transfort des éléments de 1’ensemble des polyddres

constituant PC,.
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6.2.3 Fonctions d’accés possédant deux Z-modules différents
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Le code de calcul a la méme forme que précédemment.

D0 a3 = L, by
PO a, = I]_,ﬂ(al 5oy an_l) g fg‘n(a:[ iy a.,,_l)
T(gol(al,az,...,an) )= ......

T((pz(al,az, ...,a,,) ) = eesess
ENDDO

Cependant les éléments référencés par ¢; et p, n’appartiennent pas au méme Z-module.
Deux choses importantes en découlent:

e Les éléments appartenant & lintersection de P; et P, appartiennent au Z-module
“intersection” des deux Z-modules.

e L’ensemble des éléments de P; qui n’appartiennent pas a I’intersection de P; et P, est
constitué non seulement de tous les éléments extérieurs au domaine “intersection”,
mais aussi des éléments qui appartiennent & ce domaine et qui sont générés par le
Z-module de P; moins le Z-module “intersection”.

La différence de deux Z-modules n’étant en général pas un Z-module, il est difficile
de générer automatiquement cet ensemble. Nous transférerons donc, dans ce cas, chaque
référence au tableau T séparément, en utilisant le code de transfert pour une référence
présenté au [§6.1.6].
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8.2.4 Fonctions d’accés possédant des Z-modules inclus

Cependant nous devons distinguer le cas particulier ol 'un des Z-modules est inclus dans
P’autre.

y
15¢
14]
13

123465678 91011121314151617181920
figure 6.2.4

Soit T1 le Z-module de base P 1 H, générant les éléments de P; et T3 le Z-module de base
Py 1H, générant les éléments de P,. Rappelons que T; est inclus dans T3 s'il existe un
vecteur entier k tel que: |k;| >1, et P7'H, = ?.P;lﬂg

Dans ce cas, dans le domaine “intersection”, tous les éléments de P; appartiennent aussi
a P,. Le complémentaire de 'intersection de P; et P, dans P; se calcule donc en utilisant
le méme algorithme que précédemment présenté en [§[4.3]].

L’algorithme de génération du transfert des éléments de P; et P, est alors le suivant, si
T; est inclus dans T»:

1. Génération du code de transfert de 1’ensemble des éléments appartenant au
polyéddre Ps.

2. Calcul du plus grand polyddre convexe contenu dans P, : PGPC;

3. Calcul du plus grand polyddre convexe contenu dans P,: PGPC,

4. Calcul de 1’intersection de PGPC; et de PGPC(C,:P;

5. Projection entidre de l’intersection PGPC; sur la base j-;: PR,.

6. Calcul du complémentaire de PR; dans P;:PC;

7. Génération du code de transfert des &léments de 1’ensemble des polyddres

constituant P(C;.
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6.3 Génération du code de transfert de la mémoire locale
vers la mémoire globale pour plusieurs références au
méme tableau dans un corps de boucle

Nous présentons dans cette section des algorithmes permettant de générer le code de

transfert, de la mémoire locale vers la mémoire globale, des éléments référencés par plusieurs
fonctions d’accés au tablean T.

Nous distinguons ici encore les cas ol:
o les fonctions possédent le méme Z-module et sont en translation,

o les fonctions possédent le méme Z-module et ne sont pas en translation,

e les fonctions ont des Z-modules inclus,

o les fonctions ont des Z-modules différents

6.3.1 Fonctions d’accés ayant le méme Z-module et en translation

Le code de calcul a la forme suivante:

DO a, = fl,ﬂ(al 9 o0y a'n—l) 5 f!,n(ai 90y an—l)

T (@ (61 oy By ) )= s
T(p(ar 0 6n) + C )=...
T(rp(al ,..,an) + Cz):..

T {0 il b B e

Rappelons que nous transférons séparément les ensembles disjoints d’éléments référencés
par des fonctions d’accés au tableau T.

Nous déduisons de 1’algorithme de génération automatique du code de transfert pour
deux références en translation, le code suivant:

D0 a = .f1,1 3 f2.1

.....

DO an = fl,n(al 3oy a-n—l) ’ fz,n(ﬂ1 300y an—l)
0 X, =0, 1
Do X, = 0,1- X,

B e =0— X ~X ~Xaq

TRANSFERER T(tp(al §ivey an) + Ci1xXy + Cox Xy ...+ CmXXm)
ENDDO

qui permet de référencer exactement les mémes éléments que le code initial.
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Pour générer le code de tranfert des éléments référencés par plusieurs fonctions d’accés
ne différant que par leur terme constant, nous appliquons I’algorithme de génération du
code de transfert pour une référence dans un corps de boucle au code de calcul précédent.

6.3.2 Fonctions d’accés possédant le méme Z-module et non en transla-
tion

Pour minimiser au mieux les transferts des données dans le cas de plusieurs références
dans un méme corps de boucles, il faudrait:

Effectuer le transfert des données des deux premiers ensembles référengant les éléments
du tableau en utilisant les algorithmes présentés précédemment.

Puis pour chaque référence supplémentaire, caractérisant un nouveau Z-polysdre Pyt

o Calculer l'intersection P; de P; avec le premier Z-polyédre transféré P,
o Calculer le complémentaire Pc de P; dans P;,

® puis pour ne pas transférer des éléments communs & P,, déja transféré:

Pour chacun des Z-poly&dres Pg, constituant Pg

— Calculer I'intersection de Pg, avec P,

— Calculer le complémentaire P: de P, dans Ps,

— puis pour ne pas transférer des éléments communs avec P;, déja transféré:
¥ Calculer I’intersection de P+ avec Ps,
* Calculer le complémentaire t’le Pg: dans Ps,

% .
Enfin, transférer les ensembles constituant les Pg:.

Cependant cet algorithme est trés cofiteux, nous proposons donc I’algorithme suivant qui
est moins efficace dans certain cas, mais plus rapide.
Algorithme:
Effectuer le transfert des domnnées des deux premiers ensembles référencant
les éléments du tableau en utilisant les algorithmes présentés précédemment.
Puis pour chaque référence supplémentaire, caractérisant un nouveau Z-polyéddre
P;:

1. Calculer 1’intersection P; de P; avec chaque Z-polyddre P, déja transférs.
2. Calculer le volume de chaque P;

3. Conserver le Z-polyddre F, dont 1’intersection avec P; est la plus importante
(s’il existe),

4. Calculer le complémentaire Py de F;, dans P;,
B. Générer le code de transfert des éléments de chacun des ensembles constituant

Pe.
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6.3.3 Fonctions d’accés ayant des Z-modules inclus

Nous traiterons & part le cas des fonctions d’accés aux éléments d’un tableau dont les
Z-modules sont inclus et utiliserons I’algorithme présenté en [§6.2.4].

6.3.4 Fonctions d’accés ayant des Z-modules différents

Dans ce cas, nous traitons chaque référence contenue dans le corps de boucles séparément,
en utilisant le code de transfert pour une référence & un tableau T présenté en [§6.1.6].
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6.4 Génération du code de transfert de la mémoire globale
vers la mémoire locale pour une seule référence a un
tableau dans le corps de boucles

Pour transférer 'ensemble des éléments utilisés par une tache de la mémoire globale
vers la mémoire locale (du processeur ot est exécutée la tache) plusieurs codes de transfert
sont envisageables. Il n’est pas nécessaire de copier dans la mémoire locale I’ensemble
exact des éléments référencés par le processeur, on peut en copier davantage. De plus, il
est souvent plus facile de transférer un ensemble convexe approchant un ensemble de points
entiers, que I’ensemble lui-méme. Un ensemble convexe se caractérise aisément par un corps
de boucles, et le calcul de son volume est plus simple. :

Soit P I’ensemble des points référencés par une fonction d’accés au tableau T, et PPPC
le plus petit poly2dre convexe englobant cet ensemble. Le nombre d’éléments qui
appartiennent au complémentaire de P dans PPPC est généralement trés inférieur au nombre
total des éléments de P.

Nous avons donc choisi de transférer de la mémoire globale vers la mémoire locale le plus
petit polyédre convexe englobant ’ensemble des éléments référencés par la fonction d’acces
a T. Il permet de transférer un ensemble convexe de points entiers, contenant 1’ensemble
des points P qui nous intéressent, sans ajouter trop de points supplémentaires.

8.4.1 Algorithme de génération du code de transfert pour une référence
dans un corps de boucles

L’algorithme de génération du code de transfert des éléments référencés par une fonction
d’accés au tableau T est le suivant:

i. Calcul de la matrice de Hermite H de dimension r associée & F et des

matrices P et Q telles que: F = Pl H.Q!
2. Calcul du domaine d’itération dans la nouvelle base f = g , }’
AQ.] < &

3. Projection selon Fourier ! du domaine d’itération selon les n-r dernidres
variables f,41, f,42, .., €t &, de t pour obtenir le domaine projeté PP.

4. Calculer les nouvelles bornes du Z-polyéddre projeté, par projections
successives de la premidre variable #; jusqu’a la dernidre i..

5. Calculer la nouvelle fonction d’accds aux éléments dans la nouvelle base:
g'o' = p-1 H . t-. + f(.).

6. Générer le code de transfert correspondant.

'nous soulignons les différences avec la génération du code de recopie présentée précédemment
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6.5 Génération du code de transfert de la mémoire globale
vers la mémoire locale pour deux références au méme
tableau dans un corps de boucles

Pour le transfert de la mémoire globale vers la mémoire locale des éléments référencés
par plusieurs fonctions, on peut envisager une solution simple: le transfert des &léments
appartenant a I’enveloppe convexe de 1’ensemble des données référencées par les différentes
fonctions. Cependant le nombre des éléments de cette enveloppe convexe peut étre trés
vite supérieur au nombre des données réellement utilisées (surtout lorsque la dimension de
Pensemble des éléments référencés est supérieure ou égale 4 3).

La taille des mémoires locales étant & I’heure actuelle relativement petite, nous avons
choisi une solution permettant de transférer moins d’éléments, mais qui génére parfois un
peu plus d’overhead de controle.

Les algorithmes présentés dans cette partie sont tous inspirés des algorithmes de génération
du code de transfert de la mémoire locale vers la mémoire globale, nous reprenons donc
tous les résultats présentés dans le chapitre précédent.

Nous distinguons les cas ol

o les fonctions possédent le méme Z-module et sont en translation,

o les fonctions possédent le méme Z-module et ne sont pas en translation,
o les fonctions ont des Z-modules inclus,

e les fonctions ont des Z-modules différents

Comme dans le cas des recopies de la mémoire locale vers la mémoire globale, lorsque
les ensembles d’éléments référencés par les deux fonctions sont disjoints, on transfére
séparément les deux ensembles.

6.5.1 Fonctions d’accés ayant le méme Z-module et en translation

Lorsque les fonctions sont en translation, le code de calcul a la forme suivante:

D0 a1 = figx, faa

D0 a, = fl,ﬂ(al 3003 aﬂml) ’ f2.n(al g ey ﬂ'-n—l)

= P(T (0 (0 )))

o = P T(p(a,man) + C))
ENDDO
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Nous reprenons ici les résultats trouvés en [§6.2.1] et déduisons le code de calcul suivant:

D0 a = fin, foa

.....

DO a, = .fl,n(al ERL) an—l) 3 f?.ﬂ(al PRETY a-n—l)
Do X; =0, 1

e =F'( T (tp ( a1 4. Gy ) + C )(X1))
ENDDO

qui fait référence aux mémes éléments que le code initial.

Nous utilisons, dans le cas de deux références en translation, ce nouveau code de calcul
et l'algorithme de génération du code de transfert pour une référence décrit en [§6.4.1] pour
générer le code de transfert des données utilisées.

6.5.2 Fonctions d’accés ayant le méme Z-module et non en translation

Losque les fonctions ont le méme Z-module et ne sont pas en translation, le code de
calcul a la forme suivante:

D0 a1 = fin, fax
= flsﬂ(al ey aﬂ—l) ’ fz,n(al 300y an—l)
w= F ( T(?’l(al’%s '"}an))
ren F" (T(@g(al,ag,m,aﬂ))
ENDDO

Pour éviter de transférer trop de fois les mémes éléments, on copie séparément 1’ensemble
des éléments communs aux deux Z-polyeédres, puis les éléments restants, non copiés.

Plus précisément, on étend ’intersection P; & I’ensemble des éléments appartenant au
plus petit polyédre convexe englobant P; et P,. Cet ensemble est toujours convexe, et ces
éléments appartiennent au méme Z-module que P; et P,.

Puis on recherche les éléments appartenant aux complémentaires de ’intersection P;
dans chacun des Z-polyédres P; et P,, pour transférer les éléments qui n’appartiennent pas
a I'intersection. Ces ensembles peuvent étre calculés en utilisant 1’algorithme présenté en
[§4.3].

L’algorithme de génération du code de transfert des données référencées par deux fonc-
tions définissant le méme Z-module est le suivant:
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Algorithme:

1. Calcul du plus petit polyddre convexe englobant P;: PPPC,
2. Calcul du plus petit polyddre convexe englobant P,: PPP(C,
3. Calcul de l’intersection de PPPC; et PPPC, :PPPC;.

4. Génération du code transfert du Z-polyddre convexe PPPC; (dans 1’une des
bases) en utilisant 1’algorithme présenté en [§6.4.1]

5. Projection selon Fourier de l’intersection PPPC; sur la base j_{: PR;.
6. Calcul du complémentaire de PR, dans P;:PC;

7. Génération du code de transfert des éléments de 1’ensemble des Z-polyddres
constituant PC;.

8. Projection selon Fourier de l'intersection PPPC; sur la base 32: PR,.
9. Calcul du complémentaire de PR, dans P;:P(C,

10. Génération du code de transfert des &léments de 1’ensemble des Z-polyddres
constituant PC;.

6.5.3 Fonctions d’accés ayant deux Z-modules inclus

Nous utilisons le méme type d’algorithme que celui utilisé pour le code de recopie.
L’algorithme de génération du transfert des éléments de P; et P; est :
Si T} est inclus dans T5.

1. Génération du code de transfert de 1l’ensemble des éléments appartenant au
Z-polyddre P,.

2. Calcul du plus petit polyddre convexe englobant P;: PPPC;

3. Calcul du plus petit polyaddre convexe emglobant P,: PPPC;

4. Calcul de l’intersection de PPPC; et de PPP(C,:P;

5. Projection selon Fourier de 1’intersection PPPC; sur la base j;: PR;.
6. Calcul du complémentaire de PR; dans P;:PC,

7. Génération du code de transfert des éléments de 1’ensemble des Z-polyadres
constituant PCj.
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6.5.4 Fonctions d’acceés ayant des Z-modules différents

Rappelons les deux choses importantes qui découlent du fait que les Z-modules sont
différents:

o Les éléments appartenant & lintersection de P; et P, appartiennent au Z-module
“intersection” des deux Z-modules.

o L’ensemble des éléments de P; qui n’appartiennent pas A Iintersection de P, et P, est
constitué non seulement de tous les éléments extérieurs au domaine “intersection”,
mais aussi des éléments qui appartiennent & ce domaine et qui sont générés par le
Z-module de P; moins le Z-module “intersection”.

Soit PU; le Z-polyédre définissant les points entiers dont les frontiéres sont celles de
lintersection des Z-polyédres P; et P; et dont le Z-module est le Z-module “union” des
deux Z-modules de P; et P,. Les coefficients des vecteurs du Z-module qui permettent de

générer, entre autres, les éléments de PU; sont les p.g.c.d. des coefficients des vecteurs des
Z-modules de P; et Ps.
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figure 6.5.4

Sur notre figure, le Z-module qui permet de générer les éléments de PU; a pour vecteurs
de base: (1,0) et (0,1).

Lorsque la dimension de ’ensemble des éléments référencés par T est supérieure a 3, le
nombre des éléments appartenant & PU; est souvent trés supérieur au nombre des éléments
appartenant & l'intersection de P; et P;.
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Pour cette raison, nous avons choisi de distinguer deux cas:

o Le cas ol la dimension de I'ensemble des points référencés (Dim(H) ) est supérieure
ou égale & 3.

Nous transférons, dans ce cas, chaque référence au tableau T séparément, en utilisant
le code de transfert pour une référence présenté en [§6.4.1]

e Le cas ou la dimension de ’ensemble des points référencés (Dim(H)) est inféreure a
3.

Nous proposons, dans ce cas, de transférer I'ensemble des points se trouvant dans le
domaine d’intersection, puis les autres points de P; et P, appartenant aux complémentaires
de cette intersection dans les deux Z-polyédres.

L’algorithme est le suivant:

1. Calcul du plus petit polyddre convexe englobant P, : PPPC,
2. Calcul du plus petit polyddre convexe englobant P,: PPPC,
3. Génération du code de transfert de l’ensemble des points appartenant & PU;:

(a) Calcul des bornes inférieures et supérieures des indices du tableau
pour le domaine intersection.
(b) Calcul du Z-module ‘‘union’’ T, des Z-modules de P, et P;.

(c) Génération du code de transfert de 1l’emsemble des points contenus
dans ces nouvelles frontidres avec le nouveau Z-module T,.

4. Génération du code de transfert des points appartenant aux

complémentaires de 1’intersection dans les Z-polyddres P, et Po:

(a) Calcul de 1’intersection de PPPC, etPPPC, : PPPC;.

(b) Projection selon Fourier de 1’intersection PPPC; sur la base j;:
PR;.

(c¢) Calcul du complémentaire de PR; dans P;:PC,;

(d) Génération du code de transfert des &léments de 1l’ensemble des
Z-polydédres constituant PC;.

(e) Projection selon Fourier de l’intersection PPPsur la base j;: PR;.

(£) Calcul du complémentaire de PR, dans P,:PC,

(g) Génération du code de transfert des éléments de 1’ensemble des
Z-polyddres constituant PC,.
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6.6 Génération du code de transfert de la mémoire
globale vers la mémoire locale des éléments référencés
par plusieurs fonctions d’accés dans le corps de boucles

Nous présentons dans cette section des algorithmes permettant de générer le code de
transfert de la mémoire globale vers la mémoire locale des éléments référencés par
plusieurs fonctions d’accés au tableau T.

Nous distinguons ici encore les cas ou:

— les fonctions possédent le méme Z-module et sont en translation,
— les fonctions possédent le méme Z-module et ne sont pas en translation,
~ les fonctions ont des Z-modules inclus,

— les fonctions ont des Z-modules différents

8.6.1 Fonctions d’accés ayant le méme Z-module et en translation

Le code de calcul a la forme suivante:

D0 a1 = fi1, fou

e e o0 0

DO ap, = fl.n(al PR an—l) 3 fz.n(ﬂ1 900y ‘1:1—1)

T (e (@130 Gn ) )=-.
T(tp(al ,..,a,,) + Cl)=...
T(p(a1s.58) + C2)=...

LI

T(p(a1 sy @) + Cm )=..
ENDDO

Pour générer le code de tranfert des éléments référencés par plusieurs fonctions d’accés
non en translation, nous appliquons 1’algorithme de génération du code de transfert
pour une référence dans un corps de boucles au code de calcul suivant:

D0 a; = fi1, fo

.....

an = fl.ﬂ-(al 300 a'n—l) 3 fz.n(al 300y an—l)
D0 X3 =0,1
DO X, = 0,1- X;

D0 Xm =0,1— X3 —X; —Xm_1

TRANSFERER T (¢ (@1 3oy Gn ) + Ci1 XXy 4+ CaX Xy +ut C X X )
ENDDO
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6.6.2  Fonctions d’accés possédant le méme Z-module et non en
translation

L’algorithme que nous proposons pour effecter le transfert des données référencés par
deux fonctions d’accés possédant le méme Z-module est identique & celui proposé
pour le code de recopie.

6.8.3 Fonctions d’accés ayant des Z-modules inclus

Nous traitons & part le cas des fonctions d’accés aux éléments d’un tableau dont les
Z-modules sont inclus et utiliserons 1’algorithme présenté en [§6.5.3].

6.6.4 Fonctions d’accés ayant des Z-modules différents

Dans ce cas, nous traitons chaque référence contenue dans le corps de boucles séparément,
en utilisant le code de transfert pour une référence & un tableau T présenté en [§6.4.1].

6.7 Conclusion

L’étude effectuée par Shen, Li et Yew [SLYe88] a montré que 53% des fonctions d’accés
aux références d’un tableau sont totalement linéaires, les expressions non linéaires
étant 3 96% des expressions comportant des constantes symboliques. L'’utilisation
des méthodes qui permettent de manipuler ces constantes symboliques comme des
variables particuliéres du polyédre permet de traiter efficacement environ 90% des
références aux tableaux usuelles.

Que P’ensemble des éléments référencés par la tache soit convexe ou non, le code de
transfert généré de la mémoire locale vers la mémoire globale pour une référence & un
tableau dans un corps de boucles est toujours optimal: on transfére exactement une
seule fois les éléments qui ont été modifiés par le processeur.

La généralisation de cet algorithme au transfert des éléments référencés par plusieurs
fonctions d’accés au méme tableau conduit parfois & un code trés complexe, on
recherche donc dans ce cas un compromis entre la minimisation du nombre d’éléments
a transférer, et I’'overhead de contréle.

Cependant, dans de nombreux cas le nombre de références que nous avons choisi de
transférer est pratiquement optimal.
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Voici un tableau récapitulatif des différents cas étudiés pour le code de transfert de
la mémoire locale vers la mémoire globale:

Z-modules | Z-polyedres projetés [ 1 référenceJ_2T_é:fireIT?ei |;Tusie1:_r_s références |

méme Z-module en translation » EETT IS B EEER
convexes HRER EEETS % 2
non convexes X% ¥k 3 X
Z-modules différents convexes 3 %3
non convexes - *
Z-modules inclus convexes - *dokk o
non convexes s *EF *x
quelconques disjoints - FEEE FEEF

Les algorithmes présentés, pour transférer les données utilisées par une tache de la
mémoire globale & la mémoire locale sont basés sur les méme principes que ceux
utilisés pour la génération du code de recopie. On approxime, dans les deux cas, les
Z-polyedres non convexes par des polyédres pour faciliter 1a génération du code.

L’avantage important du code de copie est de pouvoir approximer ’ensemble des
éléments par un seul polyédre, englobant ’ensemble des éléments référencés. Le code
de transfert généré est simple car il ne comporte ni divisions entidres, ni boucles sur
des variables supplémentaires.

Les tailles des mémoires locales étant encore relativement petites, nous avons choisi
de ne pas approximer ’ensemble de tous les éléments référencés par plusieurs fonc-
tions d’accés au tableau par leur enveloppe convexe. Nos algorithmes permettent de
transférer un nombre plus réduit d’éléments mais augmentent un peu I’overhead de
controle.

Si la taille des mémoires locales est trop réduite, il est toujours possible d’utiliser les
algorithmes de génération du code de transfert de la mémoire locale vers la mémoire
globale pour transférer les éléments utilisés par la tache.

l¥k#% optimal: on transfere une seule fois chaque élément référencé par la tache.

3%%¥ presque optimal: le volume des éléments appartenant au complémentaire du plus grand poly&dre
convexe contenu dans le Z-polyédre non convexe est transféré deux fois. Ce volume est en général trés faible
par rapport au volume total des éléments & transférer.

*¥* quelconque: le code de transfert dépend du code de calcul. Au mieux les ensembles référencés par
les fonctions d’accés ont tous la méme intersection et on génére un code optimal, au pire les intersections
des ensembles référencés par chacune des fonctions d’accés au tableau sont transférées plusieurs fois.

** séparés : chaque transfert s’effectue séparément. L’intersection des ensembles référencés par les
différentes fonctions n’étant pas vide, le nombre total des éléments transférés n’est pas optimal.
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Chapitre 7

(énéralisation & un module,
extension des hypothéses
d’application des algorithmes et
développement

Ce chapitre présente les extensions des hypothéses d’application de nos algorithmes
présentées au chapitre 3.

Nous développons successivement les cas ot nous avons:

— un test dans le code de la tache,

— un domaine d’itération pseudo-linéaire,

— une fonction d’accs aux éléments du tableau non linéaire,
— des accés au tableau dans des corps de boucles différents,

— un appel de sous programme dans la tiche,

7.1 Extension & certains domaines d’itération non linéaires

L’extension & certains domaines d’itération non linéaires n’est possible que si les ex-
pressions non linéaires peuvent étre remplagées par une suite de contraintes linéaires.

7.1.1 Tests IF

Pour détecter si une tache contenant un test peut &tre exécutée en parallele, les
paralléliseurs ont besoin de connaitre les effets de ce test sur les instructions de la
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tache, et principalement de connaitre les domaines des tableaux référencés par ce
test. Pour calculer ces effets, les paralléliseurs supposent que les fonctions de test
sont linéaires.

Nous ne traitons donc que les tests linéaires. Ces derniers se traduisent directement
sous la forme de contraintes linéaires que nous ajoutons au systéme de contraintes du
domaine d’itération.

Si les références au tableau en écriture dépendent d’un test, les transferts de la
mémoire locale vers la mémoire globale en dépendent aussi.

Nous générerons, dans ce cas, un code de transfert des éléments modifiés par la tache
de la mémoire locale vers la mémoire globale pour chacune des parties du test.

Les transferts de la mémoire globale vers la mémoire locale n’ont pas besoin d’étre
multipliés (puisque I'on peut copier plus de données que celles réellement utilisées).
Nous ne générerons donc qu’un seul code de transfert de la mémoire globale vers la
mémoire locale, au début de la tache.

Exemple

TASK T

REAL TL(0:11,1:20) c

C Copie de la memoire globale vers la memoire locale (Ref.2)
¢

DO J= 1,20
DO I=0,11
TL(I,J) = T(I1,J)
ENDDO
ERDDO
c
C Code de calcul
c
DO A=1,10
DO B=1,20
IF (4 <= N)
TL(A+1,B) = TL (A,B)+1
ELSE
TL(A-1,B) = TL (4,B)-1
ENDDO
ENDDO
c

C Copie de la memoire locale vers la memoire globale (partie 1 du test IF)
c
DO J=1,20
DO I=1,MIN(10,N)
T(I+1,3) = TL(I+1,J)
ENDDO
ENDDO
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c
C Copie de la memoire locale vers la memoire globale (partie 2 du test IF)
c
DO J=1,20

DO I=MAX(1,N+1),10

T(I-1,3) = TL(I-1,J)

ENDDO
ENDDO
c

7.1.2 Fonction MODULO dans un test IF

Proposition:
On peut remplacer une ezpression comportant une fonction MODULO du

type:
IF (MODULO(X,d) < A), parles deuz contraintes:

X-A < kd
kd < X

ot k est une entiére variable supplémentaire que l'on introduit dans le
systéme avquel on devait ajouter le test MODULO.

Démonstration:

MODULO(X,d) < A = X—(%)d < 4

X X-A+d-1 X
Nous introduisons une nouvelle variable entitre k,
X-4 < kd
IF (MODULO(X,d) < A) ¢ 3 k/ { kd < X

c.q.f.d.

De méme on remplacera une expression comportant une fonction MODULO du type:
IF (A < MODULO(X,d) ) par les deux contraintes:

kd < X-4
X < kd +d-1
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7.2 Extension a certaines fonctions d’accés non linéaires

Il est possible d’étendre les algorithmes de génération de code présentés précédemment
a certaines fonctions ¢ pseudo-linéaires d’accés au tableau. Afin de permettre la
réutilisation des algorithmes, ces fonctions doivent posséder une fonction d’accés
linéaire équivalente ayant les méme caractéristiques (méme Z-module, méme base
de parcours).

Rappelons que la fonction ¢ d’accés aux éléments du tableau s’écrit: g=F. f + ff;

Les fonctions dont la matrice associée F se décompose en un produit de matrices
Fy et Fy, olt F; est une matrice diagonale contenant sur la diagonale les constantes

symboliques responsables de la non linéarité de la fonction, font partie de ces fonctions
pseudo-linéaires que nous savons traiter.

En effet, dans ce cas, la fonction ¢ d’accds aux éléments du tableau se décompose de
la manidre suivante:

azp 0 0
e=Fi+h=RBij+f=| 0 2 0 |p7, 7
0 0 an
; 0 0 o 8 @
=1 2o Y mmeriih=]| 0 om0 pomgyg
o 0 0 am

La matrice F; sert & caractériser la base du Z-module qui vaut selon la base e
F\P7'H,

La base de parcours f; des éléments référencés par cette fonction ne dépend pas de
F; mais uniquement de F;. Il en est de méme du calcul des bornes du Z-polyedre
caractérisant les éléments référencés dans la nouvelle base £5.

Nous étendons donc nos hypothéses de linéarité, 2 la génération automatique du code
de transfert des éléments référencés par une référence, aux fonctions d’accés dont

les indices sont multiples d’une constante symbolique entidre et d’une combinaison
linéaire des indices de boucle.

Si la matrice F; n’est pas une matrice diagonale, elle intervient alors dans le choix de
la base de parcours des éléments référencés par la fonction et dans le calcul des bornes
de P'espace d’itération de ces vecteurs de base. Comme nous ne savons pas traiter
automatiquement et efficacement les opérations de base sur les matrices symboliques,
il n’est pas possible d’étendre nos algorithmes & ce type de fonctions.
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Exemple
Si le code de calcul est:

Do I=1,N
D0 J=1,M

T(ExI+2xK,3xL J+5I+J) = ..
ENDDO

On associera a la fonction d’acces les matrices suivantes:

K 00 10 2K
F=1|o01Lo 03 et fo = 5
0 0 1 11 0

7.3 Boucles non imbriquées

Si l'on veut traiter le cas de plusieurs références au méme tableau se trouvant dans
des corps de boucles différents, on peut utiliser dans les deux types de transfert les
mémes algorithmes.

Le seul cas qui devra &tre traité différemment est le cas de plusieurs références en
translation. En effet, ce cas est le seul qui suppose que les différents espaces de données
référencés sont identiques & une translation prés. Or dans le cas de plusieurs corps
de boucles, donc domaines d’itération, cette propriété sera rarement vérifiée. Nous
utiliserons donc pour traiter le cas de plusieurs (2 ou plus) références en translation
Palgorithme utilisé pour générer le code de transfert de plusieurs (respectivement 2
ou plus) fonctions d’accés au méme tableau de méme Z-module.

7.4 Appels de fonctions

Nous supposons maintenant que le code de la tache contient un appel & une fonction
faisant référence au tableau T.

Les méthodes d’analyse interprocédurale calculent les effets de la procédure sur les
différents paramétres du sous-programme pour détecter les zones d’aliasing. Ces
informations sont souvent représentées par des domaines convexes: des polyédres
[Trio84], des sections réguliéres (lignes, colonnes,..) [CaKe87], ou des sous ensembles
de polyédres [BaKe89]. Nous pourrions donc utiliser ces informations (en supposant
qu’elles soient disponibles) pour calculer les domaines du tableau utilisés par le sous
programme.

Cependant, pour générer le code de transfert des éléments modifiés par la tache
aprés I'exécution d’un appel de procédure possédant en paramétre un tableau local,
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il faudrait connaitre trés exactement les éléments modifiés par la procédure. Les
méthodes d’analyse interprocédurale comparent, en général, uniquement les éléments
du tableau utilisés dans le sous programme & ceux utilisés dans la tache elle-méme.
Ces informations ne sont donc pas assez précises pour notre probléme.

Nous traitons donc ici le cas de taches comportant des appels de procédure de manidre
pessimiste i.e. tous les appels de procédure se feront sur les tableaux directement en
mémoire globale.

Nous générerons un code de transfert des données de la mémoire locale vers la mémoire
globale avant chaque appel de procédure. Puis un code de transfert de la mémoire
globale vers la mémoire locale aprés chaque appel de procédure, car on ne connait
pas l'ensemble des données modifiées par le sous programme en mémoire globale.

7.5 Code ne vérifiant pas les hypothéses

Si le domaine d’itération n’est pas un polyadre convexe, ou que les fonctions d’accés ne
sont ni linéaires ni pseudo-linéaires (7.2,7.1) le code de transfert généré sera identique
au code de calcul.

Pour minimiser les codes de transfert, une autre solution consiste & masquer les trans-
ferts par un tableau.

7.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les méthodes permettant d’adapter nos algo-
rithmes, développés dans les trois chapitres précédents, & un code de tache qui ne
vérifie pas les hypothéses décrites au chapitre 3.

Avec ces derniers résultats nous pensons pouvoir traiter la majorité des codes de
taches paralléles usuelles.
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Chapitre 8

Comparaison avec d’autres
méthodes

De nombreuses méthodes ont été proposées pour transférer et maintenir la cohérence
des données dans les multiprocesseurs possédant des mémoires privées (caches ou

locales).
Nous comparons dans ce chapitre quelques unes de ces méthodes avec la nétre.

Nous commengons par les méthodes de gestion des mémoires caches. Deux types de
méthodes sont couramment employées: celles qui vérifient en permanence la cohérence
des blocs mémoire et celles qui associent une phase d’analyse des dépendances al’ajout
de directives dans les programmes, pour influencer les transferts.

Les solutions proposées pour les mémoires locales sont moins nombreuses, elles con-
stituent une phase supplémentaire des compilateurs. Elles améliorent les performances
des programmes s’exécutant sur ce type de multiprocesseurs en admettant le trans-
fert dans les mémoires locales de certains types de données, tels que les tableaux,
partagées par plusieurs taches s’exécutant en paralltle.

Enfin, nous terminerons ce chapitre avec la présentation de quelques méthodes chargées
d’assurer le transfert des données entre les différentes mémoires des multiprocesseurs
& mémoire répartie. Méme si ce type d’architecture est différent de celui & mémoire
partagée, les méthodes présentées comportent certaines similitudes avec la nétre.

8.1 Mémoire globale et mémoires caches

La gestion des mémoires caches est en général assurée par le systéme, le programmeur
n’a & se soucier ni de ’emplacement des données utilisées par une tache, ni de leur
transfert inter-mémoires. Le code des taches paralléles s’exécutant sur ces processeurs
peut donc comporter des boucles faisant référence & un ensemble de données beaucoup
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plus important que le nombre de données adressables en mémoire cache et/ou des
synchronisations internes.

De nombreuses méthodes de gestion des mémoires caches ont &té proposées. Il y
a principalement deux catégories de solution au probléme d’incohérence mémoire:
les méthodes qui vérifient en permanence la validité des blocs mémojre et celles qui

associent une phase d’analyse des dépendances & ’ajout de directives dans le code de
la tache paralléle.

On distingue pour chacune de ces catégories deux types de solution. Pour la premiére,
il y a les Snoopy cache ou I'utilisation des tables de validité:

— Snoopy cache [OwAg89]: les adresses des blocs modifiés par un processeur sont
communiquées & ’ensemble des processeurs qui, s’ils possédent dans leur cache
privé une partie du méme bloc, marquent ce bloc comme modifié. Tout acces 3
I'un de ces blocs entraine la recherche de la derniére copie du bloc (qui peut se
trouver dans la mémoire centrale ou dans I’une des autres mémoires caches) et
son transfert.

— table de validité [CeFe78], [ChVe88]

Chaque bloc mémoire (ligne, mot) posséde un bit de validité permettant de savoir
sila copie du bloc mémoire se trouvant dans un cache précis a été modifiée ou pas.

Il permet de savoir si cette copie est valide pour I’opération (lecture, écriture)
en cours.

Dans la seconde catégorie , certaines méthodes utilisent des directives autorisant (ou
pas) le transfert des données en mémoire cache, d’autres des directives d’invalidation
des zones du cache:

— les variables locales (cachables) et non-locales (non-cachables) :

les données non-locales (partagées par plusieurs groupes en lecture ou écriture) ne
sont jamais transférées dans les mémoires cache des groupes. Seules les données
partiellement partagées par un ensemble de processeurs appartenant au méme
groupe peuvent étre copiées dans le cache correspondant, ainsi que toutes les
données locales. Les données peuvent &tre déclarées comme partagées soit par le
programmeur, soit par le compilateur.

— directives d’invalidation de zone du cache [Veid86], [ChVe89], [CKMAS88], [Karl89]:
Des directives sont ajoutées au programme, soit pour forcer la recopie de ’ensemble
des données (ou d’une donnée [Karl89]) se trouvant dans le cache dans la mémoire
globale, soit pour forcer la mise & jour d’une variable & la fois dans la mémoire
cache et dans la mémoire globale, ou seulement dans la mémoire globale.

Dans le cas des mémoires locales, c’est le programmeur qui doit gérer la cohérence
des données et tous les transferts inter-mémoires. Une phase de partitionnement des
taches paralléles est donc souvent effectuée pour obtenir des taches dont la totalité
des données peut &tre contenue en mémoire locale. Elle limite les échanges inter-
mémoires et augmente la localité des données. Notre étude ne traite que ce type de
tache paralléle “partitionnée”,
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Nos algorithmes ne s’adaptent donc pas directement aux transferts des données entre
une mémoire globale et des mémoires caches.

De plus, dans le cas des mémoires locales, la phase de parallélisation suffit & parti-
tionner une tache de telle sorte qu’il n’existe plus de conflits de dépendance entre
deux exécutions en paralléle de la tache. Dans le cas des mémoires caches, ce n’est
pas toujours le cas. En effet, pour des raisons de performance [LiHu89] (les taches
accédent souvent aux données de maniere contigué) la taille de la ligne transférée pour
une donnée manquante dans le cache est souvent supérieure 4 la taille de la donnée.
Or les calculs de dépendance servant & paralléliser les taches ne tiennent pas compte
de ces “débordements”.

Les problémes de cohérence des données entre une mémoire globale et des mémoires
caches sont donc plus difficiles & résoudre que pour les mémoires locales, méme si
'on se restreint aux hypothéses fixées pour ces derniéres. Toutefois Pobjectif reste

commun: conserver la cohérence des données en mémoire et minimiser le trafic inter-
mémoires.

Comparons les algorithmes que nous avons proposés et les algorithmes développés

pour conserver la cohérence des données dans les mémoires caches, appliqués aux
mémoires locales, avec les hypothéses exposées précédemment.

Nos algorithmes appropriés aux mémoires locales diminuent les transferts inter-mémoires
et favorisent toujours les transferts contigus.

En effet, si la taille des lignes cachables est supérieure a 1 (taille d’un mot), des
éléments non référencés sont aussi transférés. Le nombre de transferts généré par la
stratégie “cache” est donc supérieur & la nétre. De plus, elle crée des possibilités de
conflits de dépendance inter-mémoires locales et augmente ainsi les transferts.

De plus, si le mode de mise & jour des données dans le cache est store-through, toutes
les données modifiées sont non seulement copiées dans les mémoires caches mais aussi
dans la mémoire globale. Si certaines des données sont référencées plusieurs fois par
la tache dans le corps de boucles, elles seront recopiées autant de fois en mémoire
globale. Le trafic est donc plus important que si I’on recopie I’ensemble des données
modifiées en une seule étape 2 la fin de la tache.

Nos algorithmes favorisent toujours les transferts contigus, car le code de transfert
qu’ils générent permet de transférer contiguément I’ensemble des données référencées
(si elles sont contigués) méme si cette contiguité n’est pas explicite dans le code de
calcul.
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8.2 Mémoire globale et mémoires locales

Nous présentons ici deux autres méthodes de transfert des données entre une mémoire
globale et des mémoires locales. La premiére utilise 'algorithme paramétrique en nombres
entiers de P.Feautrier. La seconde, présentée dans [GJ Ga88], a été proposée par K. Gallivan,
W. Jalby et D. Gannon.

8.2.1 Algorithme paramétrique en nombres entiers de P. Feautrier

L’algorithme paramétrique de résolution de systémes d’inéquations linéaires en nombres
entiers proposé par P.Feautrier [Feau88b] peut étre utilisé pour calculer les bornes inférieure
et supérieure des indices du tableau référencés dans un corps de boucles.

Il peut donc étre utilisé pour générer le code de transfert de la mémoire globale vers
les mémoires locales et transférer tous les éléments appartenant au polyédre défini par ces
bornes.

Il peut aussi étre utilisé pour le code de recopie de la mémoire locale vers la mémoire
globale, mais uniquement dans les cas ol tous les &léments modifiés par la tache sont
référencés avec contiguité.

8.2.2 Méthode de génération automatique des transferts proposée par
K. Gallivan, W. Jalby et D. Gannon.

K. Gallivan, W. Jalby et D. Gannon proposent dans [GJGa88] une méthode de génération
automatique des transferts entre une mémoire globale et des mémoires locales. Cet arti-
cle a mis en évidence les différents problémes rencontrés pour caractériser I'ensemble des
éléments référencés par un tableau dans un corps de boucles. Il propose plusieurs solutions
de transferts des données référencées par une référence au tableau 7. Outre la solution
consistant & utiliser le code de calcul comme code de transfert, il propose deux autres
solutions.

La premiére permet de caractériser ’ensemble des points recherchés par un ensemble
de points englobant approchant: ’enveloppe convexe des points entiers appartenant au
Z-module du domaine image. Cette solution est équivalente & celle proposée pour copier
les données utilisées par la tache de la mémoire globale vers la mémoire locale.

La seconde solution permet de caractériser exactement un ensemble non convexe de
points entiers. Elle associe cet ensemble & I'union des images d’un certain nombre de faces
du polyedre définissant le domaine d’itération. Les codes de transfert déduits de ces images
sont optimaux et les éléments référencés ne sont copiés qu’une seule fois en mémoire.

Les caractéristiques de notre étude par rapport & ces deux méthodes sont les suivantes:

Nous utilisons les polyédres pour caractériser I’ensemble des éléments référencés
par une fonction. La représentation des polyédres par des systémes linéaires en
nombres entiers et ’existence d’algorithmes simples de manipulation de tels
systémes nous a permis:
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o de réduire les hypothéses classiques sur les domaines d’itération

— les contraintes caractérisant I’ensemble des données référencées par le
corps de boucles sont des expressions affines des indices de boucle (pas
uniquement des constantes),

— chaque indice peut étre contraint par plusieurs contraintes (expressions
MIN et MAX dans les expressions des bornes des boucles),

— les domaines d’itération peuvent étre disjoints (boucles non imbriquées

[§7.3]). '

e de réduire les hypothéses de linéarité des fonctions d’acces aux éléments
du tableau, en autorisant certaines fonctions pseudo-linéaires:

— la fonction MODULO [§7.1.2] ,

— certaines fonctions dont les composantes sont des expressions linéaires
de constantes symboliques et des indices de boucle [87.2] .

e de réduire les hypothéses sur le code de calcul, en autorisant dans le corps
de boucles des instructions autres que les instructions d’affectations:

— les fonctions de test IF[§7.1.1],
— les appels de procédures CALL [§7.4].

mais surtout,

o d’étendre simplement les algorithmes proposés pour une seule référence au
tableau dans le corps de boucles au cas o1 plusieurs fonctions référencent
le méme tableau dans le corps de boucles.

La fonction de coiit des transferts en mémoires locales et la fonction d’évaluation
du volume d’un polyédre, résultant d’une transformation linéaire d’un polyédre
convexe, que nous proposons d’utiliser sont celles proposées dans I’article [GJGa88].

Les différentes méthodes proposées pour transférer les éléments référencés par 1
référence au tableau de la mémoire globale vers la mémoire locale sont équivalentes.

Pour les multiprocesseurs dont les processeurs ont accés non seulement aux mémoires
locales mais aussi & la mémoire globale, Gallivan, Jalby, Gannon, Eisenbeis, Windheiser et
Bodin proposent dans [GJGa88b| et [ETWB90] de ne transférer dans les mémoires locales
que les éléments qui sont référencés plusieurs fois. Ces éléments sont caractérisés par des
“reference window” et déterminés & l'aide d’une phase d’analyse des dépendances. Cette
méthode n’est proposée que pour le cas de plusieurs références en translation. Elle permet
de réduire le volume de données & stocker et & transférer en mémoire locale; les processeurs
accédent aux données référencées une seule fois directement en mémoire globale.

Cette possibilité de ne transférer que I’ensemble des points référencés plusieurs fois au
cours de ’exécution est importante. Comme ces ensembles de points plusieurs fois référencés
se traduisent simplement sous la forme de poly&dres convexes, il serait intéressant d’étudier
Pinfluence de cette hypothése supplémentaire sur nos algorithmes.
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8.3 Mémoires distribuées

La gestion des mémoires distribuées est plus complexe que celle des multiprocesseurs
qui possédent une mémoire globale. En effet, un facteur important doit &tre pris en compte:
le partitionnement et la distribution des données dans les différentes mémoires privées des
processeurs. Pour assurer une bonne gestion de ces données, deux techniques sont en-
visageables. La premiére consiste & trouver un placement possible des données utiles 3
’exécution des taches sur les mémoires privées, et d’en déduire un partitionnement ap-
proprié des instructions de la tache sur les différents processeurs. La deuxiéme consiste
a choisir en premier le partitionnement des taches en taches paralléles et de distribuer au
mieux les données sur les différents processeurs afin de conserver le parallélisme obtenu par
la premiére opération.

La deuxiéme solution semble plus difficile & automatiser que la premiére. En effet, il faut
gérer plusieurs ensembles de données référencées par les taches: les données utilisées par
I’ensemble des tiches paralléles. Ces ensembles sont rarement disjoints, et le choix d’un bon
partitionnement est complexe. Une distribution compliquée trés liée aux taches paralltles
serait trop délicate & gérer et en particulier pour les transferts inter-mémoires. Une distri-
bution trop simple (par colonnes ou par lignes pour les tableaux par exemple) donnerait
des temps d’exécution supérieurs pour les communications que pour les calculs eux-mémes,
car elle ne conserverait plus tout le parallélisme obtenu par la premiére opération.

8.3.1 Partitionnement des données

La majorité des méthodes [CaKe88], [GI Ga88], [RoPi89], [Tsen89], [APTh90], [Gern90],
[KoMe90] optent pour la premiére solution. Elles supposent que le partitionnement des
données utiles & I’exécution des taches sur les processeurs est effectué par le programmeur
et qu'il est “simple”. Ce partitionnement doit pouvoir &tre exploité facilement par les étapes
de génération des codes de transfert ('endroit ol se trouve une donnée non locale doit étre
facilement calculable) et de calcul du masque des itérations exécutables sur un processeur
(on n’a pas de distribution des taches paralléles sur les processeurs, elle est implicite). Le
partitionnement des données correspond donc, dans la majorité des cas, & une union de
polyédres convexes.

8.3.2 Masque de calcul

Une fois le partitionnement des données effectué sur les processeurs, il faut déterminer
les instructions qu’ils vont exécuter, et générer les codes de transfert des données utiles
aux taches. Toutes les études se sont intéressées principalement & la distribution, sur les
processeurs, des itérations d'un corps de boucles faisant référence aux éléments d’un tableau.

De nombreuses méthodes [CaKe88|, [RoPi89], [APTh90], [Gern90] ont choisi d’exécuter
sur un processeur les itérations auxquelles correspondent des mises & jour de données locales
au processeur. Cette stratégie permet de garantir une certaine cohérence des données et
de limiter les transferts inter-mémoires. En effet, les données locales & un processeur sont
toujours correctes, et il est simple de savoir ou elles sont localisées. De plus, on n’a besoin
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de transférer que des données utilisées par les taches, qui n’ont besoin d’étre copiées quune
seule fois (pas besoin de les recopier).

Pour caractériser les itérations exécutables sur un processeur, un masque d’exécution
est utilisé. Il est défini par de nouvelles instructions du langage. Il teste & 1’exécution et
a chaque itération des boucles si la donnée devant &tre modifiée est locale, si elle Dest, le
processeur exécute I'instruction. Ce test est donc relativement cofiteux. [Gern90] propose
une optimisation du code de calcul.

8.3.3 Optimisation du masque de calcul

Dans [Gern90], chaque instruction posséde un masque. L’optimisation consiste & re-
porter ce masque dans les expressions des bornes de boucle du code de calcul. Des fonctions
MIN et MAX sont introduites dans ces bornes. Elles servent & caractériser les itérations
auxquelles correspondent des éléments de tableaux susceptibles d’appartenir a la mémoire
locale et d’étre modifiés. Le masque sera encore fréquemment conservé, car pour 1'éliminer,
il faut que les nouvelles bornes caractérisent trés exactement ces données modifides et
locales.

Nos algorithmes peuvent étre utilisés pour calculer cet ensemble de données modifides
et locales et générer le nouveau code de calcul correspondant qui ne contiendra pas, dans
de nombreux cas, de masque d’exécution.

Le partitionnement des données sur les différents processeurs se traduit par des con-
traintes sur la fonction d’accés aux éléments du tableau et non sur les indices de boucle.
En effet, pour une référence en écriture au tableau T(2i+ j), elles se traduiront par des
contraintes du type: L < 2i +j < R, oit L et R sont les bornes inférieure et supérieure
des indices du tableau appartenant & la mémoire locale du processeur. L’ensemble des
itérations & exécuter peut donc &tre non convexe. Nos algorithmes utilisent, dans ce cas,
des divisions entiéres dans les expressions des bornes de boucle du code pour traduire la
non-convexité et n’ont pas besoin de masque d’exécution. Les fonctions MIN et MAX ne
permettent pas de traduire des domaines d'itération non-convexes. La base caractérisant
les éléments référencés doit étre identique A celle du code de calcul initial afin de conserver
les dépendances internes & la tache. Les contraintes de partitionnement des données sur
un processeur sont ajoutées au polyédre caractérisant les éléments modifiés par le corps de
boucles (projection du domaine d’itération sur la base de calcul). A partir de ce nouveau
systéme, on géneére automatiquement le nouveau code.

Lorsque le code de calcul posséde plusieurs instructions ayant des masques différents,
il faut calculer les blocs d’itérations devant étre exécutés pour chacune des instructions. Il
faut, ensuite, distribuer ces blocs afin d’éliminer totalement les masques des instructions
du code de calcul.

8.3.4 Transferts des données

L’ensemble des données utiles A la tache, c’est-a-dire celles qui sont utilisées par la tache
et n’appartiennent pas & la mémoire locale du processeur ol elle est exécutée, est complexe

a calculer.
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Certaines méthodes proposent de le calculer & l’ezécution [KoMe90], d’autres & la compi-
lation [GIGa88], [RoPi89], [Gern90]. Ces dernitres introduisent des primitives de réception
et d’envoi de donnée “individuelle”, utile & la tache et détenue par un autre processeur ou
utile & une autre tache. [RoPi89)] et [Gern90] proposent de les vectoriser (2 la compilation),
[Gern90] propose aussi de les fusionner (a Pexécution).

Dans les cas oli on peut effectuer tous les transferts au début de la tache (tableaux
en lecture et en écriture différents, vecteur de direction des dépendances négatif, ...), nous
proposons d'utiliser, pour effectuer ces transferts, nos algorithmes de génération de code de
la mémoire globale vers la mémoire locale auxquels on ajoute une phase d’ezclusion. Cette
derniére consiste & éliminer des éléments utilisés par la tache, ceux qui sont déja disponibles
dans la mémoire locale du processeur, en utilisant ’algorithme d’évaluation de la différence
de deux ensembles de points entiers.

Cependant, comme les tiches ne sont pas supposées paralléles, des dépendances peuvent
exister entre les instructions du code de calcul et on ne peut pas toujours transférer les
données avant le début de la tache.

Dans ce cas, il faut trouver une politique de placement des transferts pour savoir quand
on peut copier, au plus tot, une partie des éléments utilisés par la tache. Nous n’avons pas
envisagé dans nos algorithmes de telles politiques. Nous proposons donc d’utiliser soit la
méthode proposée par [Gern90], soit une méthode de prefetching [Gorn89] pour déterminer
ces placements.

Nos algorithmes permettent alors de fusionner, & la compilation, les transferts d’une par-
tie des données utiles aux taches. IIs ne garantissent plus, par contre, I'unicité des transferts:
certaines données pourront étre transférées plusieurs fois lors de transferts différents.

Dans tous les cas ol il n’est pas possible de faire du prefectching, il ne sera pas possible
non plus de regrouper des transferts de données. Et il faudra alors utiliser les primitives
d’envoi de donnée “individuelle”,

8.4 Conclusion

Conserver la cohérence des données dans les différentes mémoires locales (ou caches)
et globale est 'objectif commun de 1’ensemble des méthodes associées & la gestion de ces
mémoires privées.

Cependant la gestion des mémoires caches étant assurée par le systéme et celle des
mémoires locales par le programmeur, deux stratégies différentes sont adoptées.

Les méthodes de gestion des mémoires caches cherchent surtout & améliorer les perfor-
mances des algorithmes de remplacement des blocs mémoire manquants. Les méthodes de
transfert en mémoires locales supposent que les taches sont partitionnées, de telle sorte que
’ensemble des données utilisées par tache tiennent en mémoire locale, et &limine ainsi les
remplacements de blocs mémoire.

Il est donc difficile de comparer ces deux stratégies, chacune étant spécifique aux
mémoires privées des processeurs.

Pour les méthodes appropriées aux mémoires locales, la méthode proposée par K. Gal-
livan, W. Jalby et D. Gannon pour transférer les éléments référencés par une seule fonction
d’accés génére, comme la nétre, un code optimal i.e. on ne transfére quune seule fois les
€léments référencés par le tableau entre les mémoires.
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L’algorithme paramétrique de résolution de systémes d’inéquations linéaires en nombres
entiers proposé par P.Feautrier permet aussi, si les éléments référencés sont contigus, de
générer un code de transfert optimal.

Seule notre méthode propose, 4 1’heure actuelle, une extension des résultats obtenus pour
une référence au tableau dans un corps de boucles au cas ot nous avons plusieurs références
au méme tableau. C’est la caractérisation des éléments référencés par un ensemble de
polyédres, représentés par des systémes linéaires, qui nous a permis d’étendre simplement
nos premiers résultats.

Les méthodes de gestion des données en mémoires réparties sont plus complexes que les
précédentes, car elles doivent prendre en compte la répartition des données sur ’ensemble
des processeurs.

Les ensembles de données que I’on cherche & caractériser sont particuliers & chaque
type d’architecture. Pour les architectures & mémoire partagée, on cherche en général &
transférer ’ensemble des éléments utilisés par la tache. Dans le cas des architectures a
mémoires réparties, on cherche & transférer uniquement I’ensemble des données utiles & la
tache qui n’appartiennent pas & la mémoire privée du processeur ou la tache s’exécute.

Cependant, toutes les méthodes cherchent & optimiser les codes de transfert en fusion-
nant les transferts de données “individuelles”.

Lorsque le partitionnement des données est donné, et que le partitionnement d’un
tableau sur un processeur peut se modéliser par un polyédre convexe, il est possible d’utiliser
nos algorithmes pour: optimiser le masque d’exécution des instructions du code de caleul
et calculer ’ensemble des données utiles & 1’application (non locales & la mémoire locale du
processeur ol elle s’exécute).
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Conclusion

Nous avons développé dans cette étude toutes les phases de transformation permettant de
transformer une tache paralléle en un ensemble de taches équivalentes utilisant les mémoires
locales. Nous transformons le code des tiches en un code de sous-programme contenant:
des déclarations de variables locales, le code de transfert des données utilisées de la mémoire
globale vers la mémoire locale du processeur ol est exécutée la tache, le code de calcul, et
le code de transfert des résultats de la mémoire locale vers la mémoire globale.

Les phases de génération automatique des codes de transfert des données entre la
mémoire globale et les mémoires locales sont les plus complexes. Elles doivent générer
les corps de boucles caractérisant les éléments référencés par les tableaux dans le but de les
transférer. Ces éléments forment des ensembles de points entiers convexes ou non convexes.

La génération d’un corps de boucles parcourant des éléments contenus dans un polyédre
étant beaucoup plus simple que celle d’un ensemble quelconque de points entiers, nous avons
cherché & caractériser les ensembles de points recherchés par des polyédres. Nous proposons
donc un ensemble d’algorithmes qui permettent de définir par des polyédres I’image par une
(ou des) transformation affine d’un polydre (I'image par la fonction d’accés aux &léments
du tableau de ’espace d’itération).

L’ensemble des éléments référencés par une seule fonction d’accés au tableau, contenue
dans une tache paralléle, est dans la majorité des cas (au moins 82 %) un ensemble convexe.
1l se caractérise donc simplement par un polyédre.

Toutefois, les algorithmes numériques classiques contiennent souvent plusieurs références
au méme tableau en translation dans le méme corps de boucles. Lorsque leur vecteur de
dépendance uniforme est de norme supérieure & 1, ’ensemble des éléments référencés par
ces fonctions est non convexe. Pour éviter les transferts multiples d’'une méme donnée,
qu’engendreraient les transferts séparés des éléments référencés par chacune des fonctions,
nous avons montré 'importance de fusionner ces ensembles. Nous avons donc proposé
plusieurs solutions permettant de caractériser les ensembles de points entiers non convexes.
Certaines calculent une approximation convexe de cet ensemble, d’autres en donnent une
formulation exacte en utilisant plusieurs polyédres ou un seul pseudo-polyedre (polyédre
dont certaines contraintes contiennent des divisions entiéres).

L’exactitude des algorithmes proposés est fondée sur des conditions qui permettent de
savoir si ’élimination d*une variable dans un systéme linéaire en nombres entiers est cor-
recte, c’est-a-dire ne modifie pas 1’ensemble des points entiers solution du systéme. Ces con-
ditions sont 2 la base de la majorité de nos algorithmes. Associées & la méthode de Fourier-
Motzkin, elles permettent de confirmer l'existence d’une solution entitre si le systéme admet
une solution rationnelle (autorisation d’éliminer toutes les variables du systéme).

Les opérations d’intersection et d’union (intersection + complémentaire) de deux do-
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maines image ont pu &tre définies. Des méthodes permettant de regrouper, lors des trans-
ferts, des ensembles non disjoints d’éléments référencés par plusieurs fonctions d’accés & un
méme tableau dans un corps de boucles ont donc pu aussi étre dévéloppées. Ces méthodes
s’avérent trés utiles puisqu’environ 60 % des références & un tableau sont dépendantes d’une
autre référence, les ensembles de points référencés sont alors non disjoints.

Les codes de transfert générés par nos algorithmes sont pratiquement toujours optimaux,
c’est & dire qu’on ne transfére qu’une seule fois les &léments référencés par le tableau. Le
nombre de ces transferts est minimal lorsque l'on cherche & copier les éléments référencés
par une seule fonction d’accés au tableau, ou lorsque ’ensemble des données & transférer est
convexe, ou encore lorsque ces éléments représentent la fusion de plusieurs fonctions d’accés
en translation au méme tableau. Dans les cas les plus défavorables, nous générons un code
qui effectue plusieurs fois la copie des données appartenant & I’intersection des &léments
référencés par les différentes fonctions. Mais ce cas ne se présente que lorsque les fonctions
ont des Z-modules différents et donc ont une intersection restreinte.

Nous avons supposé que l’on pouvait effectuer 'ensemble des transferts des données
utilisées par la tache au début de I’exécution de cette derniére. Cependant, il est aussi pos-
sible d’utiliser nos algorithmes pour calculer I’ensemble de ces données pour des itérations
particuliéres de certaines boucles. Ils peuvent donc étre employés pour générer les codes de
transferts des données utilisées au cours de I’exécution de la tache.

Cette solution est utile, entre autres, s’il faut limiter le trafic des données de la mémoire
globale vers les mémoires locales au début de I’exécution de la tache. Cependant, il n’est
plus possible dans ce cas de garantir 'unicité des transferts, certaines données pourront
étre copiées plusieurs fois lors de transferts différents.

L’ensemble des méthodes présentées nous a permis d’améliorer I'utilisation des mémoires
locales. Elles permettent de préciser les données que ’on veut transférer en mémoire lo cale,
et notamment les tableaux, ainsi que les données & recopier en mémoire globale.

Les méthodes de parallélisation des taches sur des multiprocesseurs & mémoires to-
talement distribuées ont aussi besoin de caractériser les données utilisées ou devant &tre
calculées par les taches. Lorsque le partitionnement des données sur les mémoires réparties
est connu et que le partitionnement peut se modéliser par des polyédres, il est possible
d’utiliser nos algorithmes pour optimiser le code de calcul approprié & chaque processeur et
calculer I’ensemble des données utiles & la tache (non disponibles dans la mémoire privée
du processeur ol elle s’exécute).

Des expériences permettant d’évaluer les améliorations réelles apportées 3 l'utilisation
des mémoires locales manquent toutefois & cette étude. C’est 'objectif de nos futurs projets.
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Annexe

Régles de transformation des expressions entiéres.

Certaines régles de transformation doivent étre respectées lorsque I’on manipule des inégalités
en nombres entiers. Ces régles introduisent des divisions entidres.

La division entitre pouvant avoir un comportement différent au voisinage de zéro selon
la définition choisie, voici celle que nous avons adoptée:

On note § la division entidre de a par b.
$3=9¢ = a=bxqg+roa0<r<b-1.

La divison entiére de —1 par 2 vaudra par conséquent -1.

Reégles de transformation des expressions entitres

Soit E une expression quelconque et o un nombre entier positif. On a les quatre relations
suivantes:

rglel: aV<E < V<£E
regle2: —aV<E << V> -Eted)
régle 3:

v
o
regle 4: ;—VSE <= V > —a FE

Démonstration:

Notons tout d’abord que si V est un entier, il peut s’écrire sous la forme V = ag + r o
7 (0 <r < a-1) est le reste de division entiére de V par l’entier a.
Nous avons 1’égalité suivante V = a% + r.

o regle 1:

1. montrons ’implication =—>:

V4 B E
OEVSEﬁ%'S—; =>VS-;
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2. montrons I'implication «—:

V<E = aV<alk = aV<E-r — oV < E
o régle 2:

1. montrons I'implication —:

—aV < E = -aV-a+1 <E-a+1l = aV+a-1> -E+4a-1
— aV:[:a—1> —E+a-1 —, V>—E:|:a—l

[+
2. montrons I'implication «=:

V> =Bl — oV 2o(=Biesl) — oV > (-Eta-1)-+#

ou?":[-—E+a—-1)—a(-'&Li'§)
comme a-147r">0 = aV > —-E — —-aV < E

e régle 3:

1. montrons 'implication =

L<X<E = oL <aE = V-r < aE
= V< aF+r = V < aE+ a-1
2. montrons I'implication <—:
V<aEt+ta-1 = £ < eftal ¥V ¢ g
o régle 4:

1. montrons 'implication —>:
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Développement

L’ensemble des programmes servant & la génération du code de transfert des données
a été écrit en langage C. Ils appartiennent 3 la bibliothéque C3 “polylib” regroupant des
algorithmes de manipulation des matrices et des polyédres développés 3 'TRISA par I’équipe
de P.Quinton, & I'Université Pierre et Marie Curie par F.Feautrier, et & ’Ecole des Mines de
Paris par I’équipe du projet PIPS, 4 laquelle on a ajouté des modules servant a la génération
du code proprement dit.

Les modules principaux sont:
e mise sous forme réduite de Hermite d*une matrice,
e faisabilité d’un systéme linéaire,
e élimination des contraintes redondantes d’un systéme linéaire,
e projection selon une variable d*un systéme linéaire,
e projection entiére selon une variable d*un syst2me lindaire,
o génération des bornes de boucle d’un polyédre,
e intersection de deux polyédres,
e différence de deux Z-polyédres,
o calcul du plus petit polyédre convexe englobant un Z-polyédre non convexe,
e calcul du plus grand polyédre convexe contenu dans un Z-polyédre non convexe,
e décomposition d’'un Z-polyédre non convexe en polyddres convexes,

e algorithme de génération de code proprement dit.

Mise sous forme réduite de Hermite d’une matrice

Nous utilisons la forme réduite de Hermite associée 4 une matrice [§4.1.3], [Herm51] car
elle est plus rapide  calculer que la forme normale de Hermite [KaBa79], [Ilio89].

Faisabilité d’un systéme linéaire.

L’algorithme de faisabilité d’un systéme linéaire est utilisé principalement pour éliminer
les contraintes redondantes dans le systéme. Cette opération est donc effectuée de nom-
breuses fois. Pour éviter des temps de calcul trop importants nous avons choisi d’utiliser un
test de faisabilité d’un systéme linéaire en réels et non entiers. Cette perte d’information
peut conduire, dans les cas défavorables, a conserver une inégalité redondante dans le
systéme. Le fait que les polyédres que nous manipulons possédent des sommets entiers
minimise le nombre de ces cas.
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Elimination des contraintes redondantes d’un systéme linéaire

De nombreux algorithmes de manipulation des polyédres construisent un polyédre a
partir d’un autre en ajoutant des contraintes au systéme linéaire initial, pour le diviser ou
conserver certaines propriétés (convexité ou non-convexité) du polyédre. Ces opérations
conduisent rapidement & des systimes linéaires de taille trés importante. Nous utilisons
donc réguliérement une phase d’élimination des contraintes redondantes dans le systéme.

L’algorithme que nous utilisons est présenté dans [Chen87].

Projection selon une variable d’un systéme linéaire.

Nous utilisons pour calculer la projection continue d’un systéme linéaire selon une
variable, 1’algorithme d’élimination d’une variable dans un systéme de Fourier-Motzkin
[Four24].

Projection entit¢re selon une variable d’un systéme linéaire.

Pour calculer la projection entiére d’un systéme linéaire selon une variable, nous em-
ployons I’algorithme présenté au [§4.4.5].

Génération des bornes de boucle d*un polyédre

Nous utilisons la méthode présentée par F.Irigoin dans [Irig88] pour générer les bornes
de boucle d’un polyédre sous la forme d’un systéme linéaire.

Intersection et différence de deux polyédres

Nous employons pour calculer respectivement 1’intersection et la différence de deux
Z-polyédres les algorithmes présentés au [§4.2.2] et au [§4.3].

Calcul du plus petit polyédre convexe englobant un Z-polyédre non convexe

L’algorithme proposé au [§4.5.1] permet de calculer le plus petit polyédre convexe en-
globant un Z-polyédre non convexe. Il utilise I’algorithme de projection continue d’un
polyédre selon une variable.

Calcul du plus grand polyédre convexe contenu dans un Z-polyédre non convexe

Pour calculer le plus grand polyédre convexe contenu dans un Z-polyédre non convexe,
on utilise ’algorithme proposé au [§4.5.2]. Ce dernier se sert de ’algorithme de projection
entiére d’un polyédre selon une variable.
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Décomposition d’un Z-polyédre non convexe en polyédres convexes.

Nous utilisons pour calculer la décomposition d’un Z-polyédre non convexe en polyédre
convexe l'algorithme proposé au [§4.5.3].

Génération de code proprement dit

La partie génération de code comprend, entre autres, tous les algorithmes proposés
pour transférer les éléments référencés par une ou plusieurs fonctions d’accds 3 un tableau
dans un corps de boucles entre la mémoire globale et les mémoires locales, ainsi que les
algorithmes de génération des déclarations des tableaux locaux et de transformation des
références aux tableaux en des références aux tableaux locaux.
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